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riales y las morfologı´as proporcionadas podra´n ser usadas como datos de entrada en las
herramientas que simulan el proceso de recristalizacio´n de materiales. Tambie´n se con-
cluye que la herramienta se puede extender a otros tipos de nucleacio´n y otros tipos de
crecimiento, por la forma en que se disen˜o´.
Firma del asesor:
Dra. Satu Elisa Schaeffer
Capı´tulo 1
Introduccio´n
1.1 Descripcio´n de la problema´tica
La ciencia de materiales ha jugado un papel indiscutible en el avance de la tecnologı´a
gracias al desarrollo y descubrimiento de nuevos materiales. Este desarrollo se ha logrado
en gran parte debido al estudio de las relaciones entre la estructura, la morfologı´a y
las propiedades de los materiales que se ha convertido en un a´rea de investigacio´n muy
importante.
Existen materiales que son de gran importancia en la industria por sus propiedades, por
ejemplo: los metales y aleaciones, que poseen buenas propiedades ele´ctricas, magne´ticas,
dureza, etce´tera. Sin embargo, en las aplicaciones actuales cada vez es ma´s demandante
mejorar las propiedades de los materiales, lo cual no es fa´cil, ya que elegir y disen˜ar
un material que tenga las propiedades deseadas y la facilidad de producirse de forma
econo´mica es una tarea compleja.
Realizar mediciones sobre toda la estructura de un material suele ser una tarea casi tita´nica
que puede incluir aparatos de medicio´n costosos y muchas restricciones en cuanto a
las caracterı´sticas de la muestra en la que se realizan las mediciones. En consecuencia,
determinar la morfologı´a de algunos materiales es casi incosteable.
Por otro lado, para comprender la evolucio´n de la estructura en los proceso de
cristalizacio´n y recristalizacio´n es necesario poder observar los cambios en la estructura y
1
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e´sto tampoco es pra´ctico, por el mismo problema que existe en las mediciones.
El problema general consiste en que los me´todos y herramientas existentes usados para
conocer estos aspectos de ciencia de materiales au´n son limitados. Por lo que es necesario
desarrollar nuevos me´todos que nos permitan conocer a fondo estos procesos.
1.2 Motivacio´n
Monterrey es una de las ciudades ma´s competitivas del paı´s, en el aspecto econo´mico
e industrial [8]. En ella se encuentra uno de los centros de produccio´n de la empresa
Ternium, empresa principalmente enfocada en la produccio´n de aceros planos y largos,
materiales policristalinos. Por lo que la investigacio´n en esta a´rea de las ciencia
de materiales podrı´a generar importantes proyectos de tipo acade´mico-industrial en
colaboracio´n con empresas como Ternium y Nemak. Algunos ejemplos de este tipo
de proyectos son los trabajos de inovacio´n e investigacio´n entre la UANL y Nemak,
resultados de tesis de maestrı´as y doctorados [9], ası´ como la Ca´tedra de Energı´a Roberto
Rocca [27], en la que actualmente participan cuatro docentes y cinco estudiantes de
maestrı´a y doctorado.
Por otro lado, con nuevas te´cnicas para comprender cua´les son los valores de los
para´metros cine´ticos con los que se obtiene un material de determinadas caracterı´sticas
al cristalizar, sera´ posible que al determinar las caracterı´sticas deseadas de un material se
conozcan los para´metros cine´ticos que debera´ tener el proceso, cuando se lleve a cabo.
Esto ayudarı´a a mejorar la obtencio´n y el disen˜o de materiales con las propiedades que se
requieren para aplicaciones especı´ficas.
Existe la necesidad de desarrollar me´todos, que permitan la obtencio´n de representaciones
abstractas, virtuales o´ simuladas de las morfologı´as de los materiales y que faciliten el
ana´lisis de e´stas. Tales me´todos deben reducir los costos de ana´lisis y ser accesibles a la
comunidad cientı´fica.
Se han encontrado en la literatura algunas simulaciones enfocadas en la obtencio´n y
Capı´tulo 1. Introduccio´n 3
evolucio´n de las morfologı´as de los materiales, sin embargo, en lo que respecta a la
obtencio´n de las morfologı´as por el proceso de cristalizacio´n, la mayorı´a no han sido
del todo satisfactorias ya que las morfologı´as no parecen cumplir el modelo de fronteras
hiperbo´licas y sobre todo a las observaciones en el laboratorio, adema´s de que el tiempo
de co´mputo que requieren las simulaciones ha sido alto o´ estas so´lo se han desarrollado
para el caso bidimensional.
A pesar que la simulacio´n bidimensional propuesta por Gonza´lez et al. [13] sı´ satisface el
modelo de fronteras hiperbo´licas intercristalinas, en dicho trabajo el tiempo de co´mputo
para llevar a cabo la simulacio´n es alto. Esto se debe a que las soluciones que proporciona
se obtienen de forma analı´tica y se considera que puede ser complicado extender el
simulador al caso tridimensional. Es por ello que es conveniente realizar una simulacio´n
que se resuelva de forma aproximada, que reduzca el tiempo de co´mputo y que pueda
realizar simulaciones en una, dos y tres dimensiones, sin que el algoritmo de simulacio´n
se vuelva obsoleto para el caso tridimensional.
1.3 Objetivos
En este trabajo se tienen los siguientes dos objetivos:
Disen˜ar y desarrollar un simulador unidimensional, bidimensional y tridimensional,
basado en los para´metros cine´ticos que influyen en el proceso de cristalizacio´n de
materiales en el que los nu´cleos aparecen paulatinamente con el paso del tiempo,
crecen con rapidez constante en todas las direcciones y e´sta es la misma para todos
los nu´cleos.
Desarrollar una interfaz interactiva, en la cual se incluya el simulador desarrollado,
que ayude a comprender el desarrollo del proceso de cristalizacio´n de materiales,
apoye en el proceso de disen˜o del simulador, proporcione una mayor validez a
los resultados que se obtengan del simulador y permita en un futuro extender el
simulador a otros tipos de nucleacio´n y otros tipos de crecimiento.
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1.4 Hipo´tesis
Es posible desarrollar un simulador unidimensional, bidimensional y tridimensional,
del feno´meno de nucleacio´n te´rmica y crecimiento, involucrado en la cristalizacio´n de
materiales, principalmente polı´meros, basado en el modelo de las fronteras hiperbo´licas,
que permita conocer mejor el efecto de las variables cine´ticas de cristalizacio´n en la
morfologı´a resultante con aplicaciones potenciales en la formacio´n de recursos humanos,
investigacio´n del feno´meno y en la toma de decisiones en las industrias productoras y
transformadoras de materiales.
1.5 Estructura de la tesis
En el primer capı´tulo se presenta una breve descripcio´n del proyecto de tesis.
En el segundo capı´tulo se presenta la informacio´n de ciencia de materiales requerida para
comprender el proceso que se simula, como son: el proceso de nucleacio´n, el proceso
de crecimiento de nu´cleos, la teorı´a que mejor describe el proceso a simular, etce´tera.
Adema´s se presentan las trabajos que se han encontrado en la literatura en los que se
aplica la simulacio´n de sistemas para mejorar la comprensio´n de los diversos procesos
que ocurren sobre la estructura de los materiales.
En el tercer capı´tulo se definen las caracterı´sticas del sistema que se desea simular, se
presenta el modelo de simulacio´n creado, la forma en que se verifica que el simulador
se comporta de la forma en que fue´ disen˜ado, y finalmente se valoran las ventajas y
desventajas entre el sistema real y su representacio´n en el simulador.
En el cuarto capı´tulo se presenta la informacio´n e ima´genes enfocadas a ilustrar co´mo se
llego´ al disen˜o final de la herramienta, cua´l es el disen˜o actual, cua´les son las partes que
la componen y las relaciones entre dichas partes.
En el quinto capı´tulo se presentan conclusiones globales de los objetivos logrados en la
tesis, aportaciones del trabajo, cambios o´ mejoras que se podrı´an hacer en las distintas
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partes de la herramienta y posibles proyectos futuros en los que podrı´a servir de apoyo el
simulador.
Por u´ltimo, en el ape´ndice se presentan las gra´ficas obtenidas para cada conjunto de
para´metros y algunas morfologı´as tı´picas que se obtienen para el caso bidimensional.
Capı´tulo 2
Antecedentes
En este capı´tulo se presenta la informacio´n necesaria para conocer el a´rea especı´fica de la
ciencia de los materiales en la que se tiene el intere´s de aplicar la simulacio´n y una breve
descripcio´n de las diversas publicaciones en las que ha sido aplicada la simulacio´n para
describir los procesos de cristalizacio´n y recristalizacio´n de materiales.
2.1 Introduccio´n a la ciencia de materiales
La ciencia de materiales es un campo que se encarga de disen˜ar nuevos materiales,
ası´ como de mejorar los ya existentes mediante un ana´lisis profundo y detallado de las
relaciones entre composicio´n, estructura, morfologı´a y propiedades de los materiales [1].
Para la obtencio´n de productos terminados primero se extrae material a base de elementos
naturales o hechos por el hombre. El material extraı´do posee una composicio´n o
constitucio´n quı´mica y una estructura o forma en que se acomodan los a´tomos. En
este punto, el material posee propiedades y caracterı´sticas intrı´nsecas. Posteriormente,
mediante un procesamiento el material se convierte en componentes que adquieren una
morfologı´a (forma en que se acomodan las moleculas) y nuevas propiedades. Finalmente,
si se provocan algunos cambios en la morfologı´a del material, mediante un tratamiento
post-produccio´n es posible mejorar sus propiedades.
Entre las funciones ma´s importantes de los cientı´ficos del a´rea de materiales se encuentran
6
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el definir y encontrar las relaciones entre las propiedades, desempen˜o y funcionamiento de
un material o´ dispositivo con su estructura y morfologı´a, su composicio´n, la forma en que
se sintetizo´ y proceso´, ya que en cualquier aplicacio´n la seleccio´n de un material que tenga
las propiedades necesarias, el potencial de fabricarse de forma econo´mica y segura es un
proceso complicado que requiere conocer como son todas estas relaciones en el material
a ser utilizado.
La investigacio´n de la morfologı´a de materiales es una de las ramas ma´s importantes en
ciencia de materiales, esto se debe a que la morfologı´a de un material esta´ estrechamente
relacionada con sus propiedades, es decir, un material puede cambiar sus propiedades si
provocamos cambios en su morfologı´a, au´n sin alterar su composicio´n. Un ejemplo de ello
es un alambre de cobre que al doblarlo repetidamente se vuelve ma´s fra´gil, ma´s rı´gido y
aumenta su resistencia ele´ctrica.
Una forma de estudiar los materiales es caracterizando su estructura y su morfologı´a,
para ello es necesario primero clasificarlos de acuerdo al ordenamiento de los a´tomos
o mole´culas. Los materiales de acuerdo a su estructura se clasifican en: amorfos, los
a´tomos o mole´culas del material no tienen orden a gran escala, y cristalinos, los a´tomos
o´ moleculas del material se ordenan en forma perio´dica. Los materiales cristalinos a su
vez tambie´n se pueden separar en monocristalinos y policristalinos. Los monocristales
son aquellos que esta´n formando un solo cristal y los policristalinos son aquellos en los
cuales se forman muchos cristales con el mismo ordenamiento interno, pero con distinta
orientacio´n.
En este trabajo se estudian u´nicamente los materiales policristalinos, entre ellos se
encuentran los metales, cera´micos y polı´meros, los cuales desempen˜an un papel
indispensable en el disen˜o y construccio´n de edificios, automo´viles, puentes, equipos
aeroespaciales y otros. Se sabe que en la estructura de este tipo de materiales se pueden
encontrar imperfecciones en los arreglos ato´micos. Entre ellos se encuentran los llamados
defectos superficiales [1, 4], e´stos son los lı´mites que separan un material en regiones
o´ granos. Tambie´n se sabe que sus propiedades son fuertemente influenciadas por las
caracterı´sticas de los cristales o granos como son: taman˜o, forma, distribucio´n, dispersio´n
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y lı´mites o fronteras de grano. Es por ello que dichas caracterı´sticas son consideradas en
el ana´lisis de las morfologı´as resultantes en nuestro simulador.
Para conocer las morfologı´as de los materiales se han desarrollado te´cnicas destructivas y
no destructivas. Las te´cnicas destructivas son aquellas en las que el material se destruye
o se modifica durante el ana´lisis y las te´cnicas no destructivas son aquellas que permiten
llevar a cabo el ana´lisis sin provocar cambios considerables en la morfologı´a del material.
En ocasiones, su aplicacio´n puede llegar a ser una tarea muy compleja. A continuacio´n se
describen algunas de ellas.
1. En lo que respecta a las te´cnicas no destructivas recientemente Ludwig et al.
[23] proponen una te´cnica para materiales meta´licos, denominada tomografı´a de
contraste por difraccio´n de rayos X. Con esta te´cnica se pueden percibir los
granos con la ocurrencia de la difraccio´n que se presenta ocasionalmente en la
rotacio´n de una muestra y las formas de los granos son obtenidas por reconstruccio´n
de un nu´mero limitado de proyecciones. Al an˜o siguiente Ludwig et al. [22]
modifican la estrategia de obtencio´n de datos y mejoran sus resultados. Obtienen
morfologı´as como la mostrada en la figura 2.1.
Figura 2.1: Imagen tridimensional de la estructura granular de una muestra cilı´ndrica de
material que contiene 1008 granos, obtenida con la te´cnica DCT [22].
2. En cuanto a las te´cnicas destructivas se tiene la llamada metalografı´a, la cual puede
usarse para conocer estructuras como la del acero y suele ser la te´cnica aplicada con
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mayor frecuencia [21, 24]. Para llevar a cabo la metalografı´a como la mostrada en
la figura 2.2, es necesario llevar a cabo los siguientes pasos: obtener una pieza del
material que se va a utilizar, cortarla y reducirla a las dimensiones requeridas para
el ana´lisis, limar la superficie de la pieza para eliminar las impurezas, pulirla con
diferentes grados de fineza hasta obtener acabado de espejo, aplicarle una sustancia
para que ocurra un reaccio´n quı´mica que revele la estructura en el plano del corte,
y finalmente, observar el material bajo un microscopio. Si se desea conocer la
estructura completa del material es necesario aplicar la metalografı´a en repetidas
ocasiones y el material va siendo destruido en el proceso, a pesar de ello, la
informacio´n obtenida no es del todo exacta.
(a) (b)
Figura 2.2: Pieza de acero inoxidable (a), a partir de la cual se obtuvo la micrografı´a (b)
mediante metalografı´a [1].
3. En ocasiones se realizan mediciones para deducir la estructura y propiedades de un
material de forma aproximada y semiempı´rica. Por ejemplo, en lugar de analizar
todo el material, se analiza u´nicamente la imagen de una cara del material obtenida
mediante la metalografı´a y en base a ella se relaciona a las propiedades que
podrı´a tener el material. Una manera au´n ma´s simple, posiblemente con menos
bases cientı´ficas, consiste en realizar mediciones en una sola lı´nea sobre la imagen
obtenida por metalografı´a y relacionarlas con las propiedades del material, como se
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muestra en la figura 2.3.
Figura 2.3: Mediciones sobre una lı´nea en la imagen de la estructura del acero obtenida
por metalografı´a [1].
En este trabajo no se pretende aplicar ninguna te´cnica de laboratorio para conocer las
morfologı´as de los materiales policristalinos. Sin embargo, es importante tener la idea
de en que consisten dichas te´cnicas para comprender la importancia de este trabajo en la
obtencio´n de estructuras similares a las de los materiales.
Por otro lado, existen muchos procesos en los cuales la estructura de un material puede
ser alterada, ya sea que su alteracio´n se obtenga de manera intencional o no. Algunos de
estos procesos son la cristalizacio´n y la recristalizacio´n que se presenta cuando el material
es sometido a cambios de las condiciones en las que se encuentra. El proceso que ma´s nos
interesa para este trabajo es el proceso de cristalizacio´n, por lo que sera´ descrito en las
siguientes subsecciones.
2.1.1 Solidificacio´n
Es posible que la solidificacio´n de materiales sea el proceso ma´s importante que se usa
en manufactura. La solidificacio´n es la transformacio´n que sufre un material al pasar de
estado lı´quido a estado so´lido. Por ejemplo casi todos los materiales meta´licos, ası´ como
muchos cera´micos y polı´meros termopla´sticos, son lı´quidos o esta´n fundidos en algu´n
momento durante su procesamiento.
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Se espera que la solidificacio´n se lleve a cabo cuando el material se enfrı´a por debajo
de la temperatura de solidificacio´n, e´s entonces cuando en el fundido de un material
cristalizable, se forman diminutas partı´culas so´lidas cristalinas llamadas embriones. Estos
se pueden considerar esfe´ricos ya que es la geometrı´a que minimiza la energı´a o energı´a
libre superficial de un volumen. Por otro lado, a la parte de so´lido que tiene contacto con
el lı´quido se le conoce como frontera o interfaz so´lido-lı´quido, ver figura 2.4. Mientras




Figura 2.4: Interfaz so´lido-lı´quido en la formacio´n de un embrio´n en un medio lı´quido.
Para que un embrio´n pueda ser estable y comenzar a crecer necesita alcanzar un mı´nimo de
energı´a libre superficial, de lo contrario, dicha partı´cula so´lida se fundira´, reintegrandose
a la fase lı´quida. El cambio en energı´a libre entre el amorfo y el embrio´n (∆Ge) favorece
su estabilizacio´n y crecimiento cuando ∆Ge es negativa. Este puede considerarse como
la diferencia de energı´a libre (∆Gv) entre la fase cristalina en el interior del volumen del
embrio´n y el estado amorfo, multiplicada por el volumen del embrio´n V y la diferencia de
energı´a libre entre la superficie del embrio´n y el amorfo (∆Gs) multiplicada por el a´rea
de superficie (S), relacio´n que se representa por
∆Ge = V∆Gv − S∆Gs. (2.1)
Como ambas ∆Gv y ∆Gs tienen signo negativo, al incrementar el radio del embrio´n
∆Ge disminuye hasta alcanzar el cero (estabilizacio´n o equilibrio) y hacerse negativa
favoreciendo el crecimiento. Cuando el radio del embrio´n alcanza el equilibrio se dice
que ha alcanzado el radio crı´tico rc.
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Dicho lo anterior, la solidificacio´n de materiales cristalinos requiere esencialmente de tres
pasos:
En el primero, conocido como nucleacio´n, se forman pequen˜os cristales ultrafinos,
llamados nu´cleos de la fase so´lida. Estos nu´cleos son aquellos embriones que
alcanzaron el equilibrio o estabilizacio´n y que por tanto comenzara´n su crecimiento.
En el segundo, denominado crecimiento de nu´cleos, los pequen˜os cristales so´lidos
ultrafinos comienzan a crecer a medida que los a´tomos o moleculas en el lı´quido se
adhieren a ellos, el proceso termina cuando ya no hay amorfo por cristalizar. Este
proceso se dice que puede ser simultaneo con el primero ya que mientras los nu´cleos
esta´n creciendo se pueden estar formando otros nu´cleos en el material fundido que
au´n no se ha solidificado.
Tercero, denominado formacio´n de granos y estructura granular. Cuando un
nu´cleo ya no puede crecer debido a que ha chocado con otros nu´cleos en crecimiento
y no hay material lı´quido a su alrededor, entonces recibe el nombre de grano en
cera´micos y meta´licos o esferulita en polı´meros, en este trabajo simplemente los
seguiremos llamando nu´cleos. Por otro lado, la estructura compuesta por todos
los granos que se forman cuando el material es totalmente so´lido en cera´micos y
meta´licos es llamada estructura granular. En este trabajo el termino morfologı´as
denotara´ las configuraciones obtenidas en el caso unidimensional, bidimensional y
tridimensional
En seguida se presenta una descripcio´n resumida de los diferentes tipos de nucleacio´n y
los diferentes tipos de crecimiento de los nu´cleos.
Nucleacio´n
Cada tipo de nucleacio´n se obtiene bajo diferentes circunstancias que pueden variar
dependiendo del material. La importancia de cada uno de ellos radica en el tipo de
aplicacio´n en la cual se desee utilizar el material.
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A continuacio´n se describen brevemente cada uno de ellos:
Nucleacio´n heteroge´nea o ate´rmica. Es el proceso de nucleacio´n que tiene lugar
sobre las paredes del recipiente o sobre partı´culas so´lidas ajenas ya presentes en el
material lı´quido. Estas sustancias, que deben mantenerse so´lidas a la temperatura
de cristalizacio´n del material en el que se encuentran, pueden ser impurezas o
pequen˜as partı´culas cristalinas an˜adidas a propo´sito en el fundido, denominadas
agentes nucleantes. Los nucleantes favorecen el proceso de nucleacio´n debido a
que actu´an como si fueran nu´cleos estables, ver figura 2.5, que so´lo continu´an
an˜adiendo a´tomos en sus fronteras. Por tal razo´n, la nucleacio´n heteroge´nea requiere
subenfriamientos no tan grandes, es decir, temperaturas no muy por debajo de la
temperatura de solidificacio´n. En este proceso de nucleacio´n los nu´cleos aparecen
todos de forma simulta´nea en posiciones aleatorias dentro del fundido, sin que






Figura 2.5: Un so´lido que se forme sobre una impureza puede tener el radio crı´tico con
menor aumento de energı´a libre superficial [1].
Nucleacio´n homoge´nea o te´rmica. Es el proceso de nucleacio´n en el que los
embriones de los nu´cleos esta´n constituidos por el propio material que se va
a cristalizar. Requiere subenfriamientos muy superiores a los requeridos para
la nucleacio´n heteroge´nea, debido a que no hay partı´culas que favorezcan la
nucleacio´n. Adema´s es menos frecuente que la nucleacio´n heteroge´nea ya que hay
impurezas en la mayorı´a de los lı´quidos y los recipientes o´ moldes que contienen
Capı´tulo 2. Antecedentes 14
el material que se va a solidificar. En este proceso de nucleacio´n los nu´cleos no
aparecen de forma simulta´nea, sino que lo van haciendo a lo largo del proceso de
cristalizacio´n.
Cuando los nu´cleos no aparecen de forma simultanea hay un para´metro cine´tico
muy importante, denominado rapidez de nucleacio´n, que tiene gran influencia en la
estructura granular, el tiempo de cristalizacio´n, etce´tera. La rapidez de nucleacio´n
se refiere a la cantidad de nu´cleos generados por unidad de tiempo. ´Esta se puede
considerar constante, una funcio´n del porcentaje del volumen que ha cristalizado o
alguna otra funcio´n.
Crecimiento de nu´cleos
Existen diferentes te´cnicas para controlar el tipo de crecimiento de los nu´cleos. Estas
te´cnicas consisten en controlar las condiciones del material que se va a cristalizar y las
condiciones del recipiente o molde en el que se encuentra el lı´quido. Si las condiciones
no son controladas en el proceso de cristalizacio´n pueden aparecer varios tipos de
crecimiento, lo que puede ocasionar que se formen estructuras que contengan zonas con
diferentes caracterı´sticas, por ejemplo: la estructura mostrada en la figura 2.6, en las que
la proporcio´n del taman˜o de una respecto al taman˜o de las otras puede variar dependiendo
de dichas condiciones.
Figura 2.6: Estructura de lingote en una pieza colada: (a) Primero se forma la zona columnar y
(b) con ma´s nucleacio´n se forma la zona equiaxial [1].
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Para tener una interpretacio´n ma´s clara de que´ tipo de estructuras granulares se obtienen,
con los diferentes tipos de crecimiento, se describen a continuacio´n tres de ellos.
Crecimiento equiaxial. Se caracteriza debido a que la rapidez con que crecen los
nu´cleos es la misma en todas las direcciones, dicha rapidez es denominada rapidez
de crecimiento. Cuando se tiene este tipo de crecimiento aparecen nu´cleos en
posiciones al azar en el fundido y esto genera que la estructura granular obtenida
sea similar a la mostrada en la figura 2.7(a) o a la parte interna de la figura 2.6.
Crecimiento columnar. Para obtener este tipo de crecimiento se usa la te´cnica de
crecimiento direccional. En este proceso el molde se calienta en un extremo y se
enfrı´a en el otro de modo tal que los nu´cleos crecen en una sola direccio´n. La
estructura columnar obtenida es como la mostrada en la figura 2.7(b).
(a) (b) (c)
Figura 2.7: Control de la estructura granular en los a´labes de turbina: (a) Granos
equiaxiales convencionales, (b) granos columnares obtenidos con crecimiento direccional
y (c) monocristal [1].
Formacio´n de monocristal. Se aplica la solidificacio´n de granos columnares, pero sobre
una superficie frı´a. Los hornos de crecimiento de cristales se deben mantener a
una temperatura precisa y estable. Frecuentemente se usa una “semilla” con una
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orientacio´n cristalogra´fica predeterminada y se controla la transferencia de calor. Se
obtiene monocristales como la estructura mostrada en la figura 2.7(c).
Debido a que el simulador desarrollado esta´ enfocado en el tipo de crecimiento equiaxial
y que so´lo se ha planteado el ana´lisis cuando la rapidez de crecimiento es constante e
igual para todos los nu´cleos, en la subseccio´n 2.1.2 se presenta con mayor detalle la forma
como crecen los nu´cleos equiaxiales y las caracterı´sticas de las fronteras intercristalinas
para nucleacio´n en una, dos y tres dimensiones.
Crsitalizacio´n isote´rmica
La cristalizacio´n de materiales ha sido estudiada en los u´ltimos an˜os y se han desarrollado
diversas teorı´as para describirla. La teorı´a ma´s aceptada como la que mejor describe
la cristalizacio´n te´rmica y ate´rmica bajo condiciones de cristalizacio´n isote´rmica,
es el modelo de Johnson-Mehl-Avrami [2], en el que con base en consideraciones
termodina´micas y cine´ticas, adema´s de un tratamiento estadı´stico relacionado a la
dimensio´n en la que se lleva a cabo el crecimiento de los nu´cleos se llega a la ecuacio´n
log(1− φ(t)) = −ktn, (2.2)
donde φ(t) representa el grado de cristalizacio´n al tiempo t, k es una constante relacionada
con la geometrı´a y la rapidez de crecimiento y n, comu´nmente llamado exponente de
Avrami, es una constante que depende del tipo de nucleacio´n y la dimensionalidad del
espacio. En la tabla 2.1 se pueden ver los valores que n debe tomar y que en los diferentes
simuladores o´ experimentos puede obtenerse de la gra´fica de log(log(1 − φ(t))) contra
log(t), que denotaremos como gra´fica de Avrami.
Los valores de los exponentes de Avrami comunmente calculados en experimentos suelen
tomar valores fraccionarios. Sin embargo, el calculo de dicho exponente y la teorı´a
de Avrami hasta hoy continua siendo importante para la carcterizacio´n de procesos de
cristalizacio´n isote´rmica. Por ejemplo, en la figura 2.8, donde se puede observar la
linealidad y de las cuales al calcular la pendiente se obtiene el exponente de Avrami.
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Tabla 2.1: Magnitudes de las constantes de Avrami en funcio´n de la dimensionalidad de
crecimiento, tipo de nucleacio´n y rapidez de crecimiento, donde A es el a´rea transversal de la
barra en crecimiento, E es el espesor del disco, ρn la densidad de nucleacio´n, Gn es la rapidez
de nucleacio´n y Gr la rapidez de crecimiento.
Dimensionalidad de Tipo de Constante de Exponente de
crecimiento nucleacio´n velocidad k Avrami
1D (Barras o cilindros) Ate´rmica (A)ρnGr 1
Te´rmica (A/2)GnGr 2
2D (Discos o circulos) Ate´rmica (piE)ρnG2r 2
Te´rmica (piE/3)GnG2r 3
3D (Esferas) Ate´rmica (4pi/3)ρnG3r 3
Te´rmica (pi/3)GnG3r 4
Figura 2.8: Gra´ficas de Avrami para el copolı´mero cristalizado isotermicamente a diferentes
temperaturas [20].
2.1.2 Fronteras hiperbo´licas intercristalinas
Cuando un nu´cleo no puede crecer en una direccio´n por la presencia de material so´lido
de otro nu´cleo se forma la llamada frontera de grano. En 1980 Galeski y Piorkowska
[11] presentan el ana´lisis y deduccio´n de la forma de las fronteras o lı´mites de grano
para crecimiento equiaxial con rapidez de crecimiento constante y determinan la forma
Capı´tulo 2. Antecedentes 18
hiperbo´lica de dichas fronteras para nucleacio´n en dos y tres dimensiones, el cual se denota
como modelo de fronteras hiperbo´licas intercristalinas. Este modelo aplica tanto para
el caso de nucleacio´n homoge´nea como para nucleacio´n heteroge´nea.
En seguida se describen las formas de las fronteras en las distintas dimensiones.
Nu´cleos en tres dimensiones
En el caso tridimensional los nu´cleos equiaxiales son esferas so´lidas que aumentan su
radio con rapidez constante y las fronteras intercristalinas son hiperboloides que quedan
determinados por la diferencia de los tiempos de formacio´n de los nu´cleos, ası´ como por
la rapidez de crecimiento de los mismos.
El modelo de fronteras hiperbo´licas itercristalinas muestra que la superficie que se forma





X2 − V 2
−
z2







X es la distancia del origen a cada uno de los centros de los nu´cleos cuando e´stos se
ubican en el eje x en las posiciones (X, 0, 0) y (−X, 0, 0), y finalmente Gr representa la
rapidez de crecimiento.
Cuando dos nu´cleos vecinos se forman al mismo tiempo la frontera entre ellos esta´ en
el plano perpendicular al segmento que une los centros de los nu´cleos y que pasa por el
punto medio de dicho segmento, ver la figura 2.9. Por otro lado, cuando los tiempos de
formacio´n son diferentes resulta la forma hiperbo´lica de las fronteras. Por ejemplo, en la
figura 2.10 la superficie de color verde es el hiperboloide que se genera en el crecimiento
de los nu´cleos de color rojo y azul, el nu´cleo rojo tiene un taman˜o mayor debido a que se
comenzo´ a formar antes que el nu´cleo azul.
De las figuras 2.10, 2.9 y la ecuacio´n 2.3 es posible observar que mientras mayor sea la
diferencia de los tiempos de formacio´n mayor sera´ la curvatura de la frontera.
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Figura 2.9: Frontera entre dos nu´cleos tridimensionales en formacio´n, con crecimiento equiaxial,
rapidez constante y mismo tiempo de formacio´n.
Nu´cleos en dos dimensiones
Se dice que la nucleacio´n es en dos dimensiones cuando el espesor de la muestra a
cristalizar es despreciable, por ejemplo en la cristalizacio´n de pelı´culas de polı´meros.
Bajo estas condiciones los nu´cleos en crecimiento son cı´rculos que van aumentando de
taman˜o. Cuando dos de estos nu´cleos formados en diferentes tiempos se encuentran, la
frontera que se forma entre ellos es descrita por una ecuacio´n hiperbo´lica.
La frontera que se forma con dos nu´cleos separados por una distancia 2X con centros





X2 − V 2
= 1, (2.5)
donde se observa que esta ecuacio´n se puede obtener al hacer z = 0 en la ecuacio´n 2.3 y
V es dada por la ecuacio´n 2.4.
Nuevamente se puede diferenciar entre el caso cuando los tiempos de formacio´n son
iguales y el caso cuando los tiempos de formacio´n son diferentes, ver las figuras 2.11
y 2.12. Claramente estas ima´genes pueden obtenerse como casos particulares de las
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Hiperboloide
(V,0,0)
Figura 2.10: Frontera entre dos nu´cleos tridimensionales en formacio´n, con crecimiento equiaxial,
rapidez constante y tiempos de formacio´n diferentes.
fronteras tridimensionales, al hacer un corte sobre cualquier plano paralelo al segmento
que une los centros de los nu´cleos.
x
y





Figura 2.11: Frontera entre dos nu´cleos bidimensionales en crecimiento, con el mismo tiempo de
formacio´n.


















Figura 2.12: Frontera entre dos nu´cleos bidimensionales en crecimiento, con distinto tiempo de
formacio´n.
Nu´cleos en una dimensio´n
Los nu´cleos unidimensionales en crecimiento son simplemente segmentos de recta que
aumentan su longitud tal que la frontera que se forma entre dos nu´cleos es el punto en
donde tienen contacto.
La estructura final en nucleacio´n en una dimensio´n debe ser como una recta dividida en
segmentos de distintos taman˜os. Por ejemplo la estructura mostrada en la figura 2.13.
Figura 2.13: Posible estructura en nucleacio´n unidimensional.
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2.2 Simulacio´n en ciencia de materiales
Los experimentos basados en te´cnicas muy elaboradas proveen datos detallados sobre
el comportamiento de un sistema, por ejemplo la te´cnica de DCT aplicada a materiales
meta´licos. Sin embargo, para interpretar estos experimentos y para obtener una resolucio´n
mayor en espacio y tiempo, se tiene que recurrir a modelos teo´ricos. La solucio´n analı´tica
de esos modelos teo´ricos es imposible para la mayorı´a de los sistemas de intere´s pra´ctico,
por ello es necesario recurrir a otro tipo de representacio´n del sistema como son los
modelos de simulacio´n.
Con la simulacio´n se busca recrear los elementos que se consideran importantes en
la reproduccio´n de un feno´meno observado empı´ricamente. Adema´s, se busca usar las
teorı´as o hipo´tesis existentes para predecir el comportamiento futuro del sistema, es decir,
observar los efectos que se producira´n en el sistema mediante los cambios dentro de e´l o
en la forma en que opera.
Las simulaciones por computadora son usadas como accesorios de sistemas de modelado
para los cua´les las soluciones analı´ticas no son posibles. En el a´rea de las ciencias son de
gran ayuda ya que, en cuanto a recursos se refiere, solo se tiene que disponer de una par de
computadoras y no de todo el instrumental de un laboratorio, adema´s son de gran ayuda
para comprender las relaciones entre los conceptos abstractos con sus equivalentes en el
sistema fı´sico.
Por otro lado, al igual que la creacio´n de los modelos analı´ticos de un sitema siguen una
metodologı´a, el disen˜o de modelos de simulacio´n tambie´n sigue una metologı´a, que suele
ser la misma para cualquier sistema que se desee simular. Esta area del conocimiento es
denominada simulacio´n de sistemas.
Como Shannon y Johannes [25] lo dicen: “La simulacio´n de sistemas es el proceso de
disen˜ar un modelo de un sistema real y llevar a cabo experimentacio´n con e´l, con la
finalidad de comprender el comportamiento del sistema o evaluar nuevas estrategias para
el funcionamiento del mismo”.
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En la tabla 2.2 se presentan los pasos a seguir en dicha metologı´a y una descripcio´n
resumida de ellos.




Se definen los objetivos especı´ficos de la simulacio´n y la




Se definen las variables involucradas del modelo, relaciones
lo´gicas y diagramas de flujo.
Implementacio´n Se decide si se usara´ un lenguaje de programacio´n o
un paquete de simulacio´n. Si se da el primer caso se
implementan los programas necesarios para representar el
comportamiento del sistema.
Verificacio´n Se trata de ver que el simulador se comporte de acuerdo a las
caracterı´sticas con las que se deseaba simular. Si esto no es
ası´, entonces revisar la implementacio´n o la construccio´n del
modelo.
Valoracio´n Se valoran las diferencias entre la informacio´n o datos que
nos proporciona el simulador con respecto al sistema.
Experimentacio´n Se generan los datos deseados y se realiza un ana´lisis de
sensibilidad.
Interpretacio´n Se interpretan los datos y se toma una decisio´n.
Documentacio´n Se realiza en dos formas: la primera se refiere a la documen-
tacio´n del tipo te´cnico, y la segunda se refiere al manual de
usuario con el que se facilita su uso e interaccio´n con el mo-
delo desarrollado.
En las u´ltimas de´cadas se han desarrollado simulaciones para una mejor comprensio´n
del cambio en la estructura de un material ya sea en cristalizacio´n o recristalizacio´n.
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Como cualquier otro feno´meno natural e´stos se pueden estudiar desde el punto de vista
termodina´mico o cine´tico.
A continuacio´n presentamos algunas simulaciones separadas en los siguientes temas:
recristalizacio´n, cristalizacio´n energe´tica y cristalizacio´n cine´tica.
Recristalizacio´n
Se han realizado simulaciones basados en el modelo de Potts y en la teorı´a de campo de
fases en el a´rea de recristalizacio´n de materiales de las cuales pueden tomarse ideas sobre
lo ma´s eficiente en cuanto a la discretizacio´n del espacio para representar el proceso que
deseamos simular.
Holm y Battaile [18] hacen simulaciones bidimensionales y tridimensional de la evolucio´n
de los taman˜os de grano usando el modelo de Potts y el me´todo de Montecarlo, ver figura
2.14. Sin embargo, no lo aplican a la simulacio´n de nucleacio´n y crecimiento de nu´cleos,
es decir, necesitan partir de una estructura “so´lida” para llevar a cabo su simulacio´n. Lo
importante de esta publicacio´n es que presentan muchas aplicaciones, que reportan como
exitosas, del modelo de Potts (un modelo discreto) aplicado a sistemas con evolucio´n
microestructural.
Tiempo
Figura 2.14: Evolucio´n de microestructural publicada por Holm y Battaile [18].
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Vanherpe et al. [29] reportan una simulacio´n tridimensional de la evolucio´n microestruc-
tural basado en la teorı´a de campo de fases. Este simulador esta´ enfocado al crecimiento
de granos que se presenta cuando los granos ma´s grandes crecen a costa de la desapa-
ricio´n de los granos pequen˜os. Adema´s, como la teorı´a de campo de fases requiere de
grandes capacidades de co´mputo usan el me´todo del cuadro delimitador para evitar este
inconveniente.
Cristalizacio´n desde el punto de vista energe´tico
Castro et al. [7] reportan un modelo de simulacio´n bidimensional partiendo de un enrejado
y tomando como proceso estoca´stico la formacio´n de nuevos nu´cleos y la agregacio´n de
elementos a un nu´cleo bajo ciertas reglas empı´ricas, pero con poco fundamento teo´rico.
Reportan buena concordancia de la distribucio´n de taman˜os de granos con predicciones
teo´ricas descritas por otros autores. Sin embargo, las fronteras intercristalinas, mostradas
en la figura 2.15, difieren un poco de la forma hiperbo´lica descrita por Galeski y
Piorkowska [11] y se observan desviaciones de la teorı´a de Avrami.
Figura 2.15: Simulacio´n del proceso de nucleacio´n mediante el uso de reglas empı´ricas, propuesto
por Castro et al. [7].
Burger et al. [3] desarrollan un modelo estoca´stico para modelar la cristalizacio´n en
polı´meros, pero mayormente orientado a analizar los efectos de las variaciones de la
temperatura sobre la rapidez de cristalizacio´n. Ellos utilizan resultados de otros autores
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sobre la rapidez de crecimiento y rapidez de nucleacio´n del polipropileno. En dicho trabajo
no se muestran las estructuras obtenidas, ni las gra´ficas de grado de cristalizacio´n contra
el tiempo.
Gra´na´sy et al. [17] aplican la teorı´a de campo de fases binaria para simular el proceso de
nucleacio´n y crecimiento bidimensional. Concluyen que el exponente de Avrami cambia
con el grado de cristalizacio´n. Sin embargo, las geometrı´as de los nu´cleos en crecimiento
que reportan, mostradas en la figura 2.16, tienen cierta curvatura que no es discutida en el
documento.
Figura 2.16: Geometrı´as de nu´cleos en crecimiento obtenidas por Gra´na´sy et al. [17].
Iwamatsu [19] propone una simulacio´n bidimensional usando la teorı´a de campos de fases
y el me´todo de dina´mica de celdas con lo que se predicen los isotermas de cristalizacio´n
y reportan un ajuste satisfactorio en casos experimentales.
Caneda et al. [5] reportan una simulacio´n tridimensional basada en auto´mata celular y
reportan buena concordancia con el modelo de Vandermeer y Rath [28]. Sin embargo, en
las estructuras granulares obtenidas los nu´cleos no parecen tener la forma descrita por el
modelo de fronteras hiperbo´licas intercristalinas.
Cristalizacio´n desde el punto de vista cine´tico
Desde el punto de vista cine´tico se ha estudiado tanto la nucleacio´n y el crecimiento de los
nu´cleos de forma general, como las formas que deben tener las fronteras intercristalinas
al suponer crecimiento equiaxial cuando la rapidez de crecimiento es constante. Estas son
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algunas de las caracterı´sticas empleadas en este trabajo de tesis para estudiar el proceso
de cristalizacio´n, es por ello que a continuacio´n se discuten algunos de estos trabajos.
Galeski y Piorkowska [11] describen la forma hiperbo´lica de las fronteras interesferulı´ti-
cas, a que se debe su curvatura y cua´l su relacio´n tanto con el para´metro cine´tico llamado
rapidez de crecimiento, como con la diferencia entre tiempos de formacio´n de dos nu´cleos
contiguos.
Galeski [10], continuando por la misma lı´nea de investigacio´n, presenta un simulador para
nucleacio´n homoge´nea y nucleacio´n heteroge´nea en dos dimensiones con el que obtiene
estructuras granulares como las mostradas en la figura 2.17. Concluye un comportamiento
acorde con la teorı´a de Avrami obteniendo valores de 2.02±0.03 para nucleacio´n ate´rmica
y 3.00± 0.04 para nucleacio´n te´rmica.
Figura 2.17: Morfologı´as obtenidas por Galeski [10], para nucleacio´n homoge´nea y heteroge´nea.
Gonza´lez et al. [13, 15] realizan simulaciones unidimensionales y bidimensionales,
basados en el modelo de fronteras hiperbo´licas intercristalinas, resuelto de forma analı´tica
y concluyen un comportamiento acorde a la teorı´a de Avrami. Con el simulador
bidimensional obtienen estructuras granulares como la que se muestra en la figura 2.18.
Garza et al. [12] obtienen resultados exitosos del modelo de fronteras hiperbo´licas
intercristalinas al aplicarlo a la cristalizacio´n del polipropileno a 135 ◦C. Ellos obtienen
los centros y ve´rtices de los nu´cleos a partir de la imagen del polipropileno cristalizado,
calculan las ecuaciones de las hipe´rbolas ası´ como sus puntos de interseccio´n y las
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Figura 2.18: Morfologı´a obtenida al simular el proceso de nucleacio´n te´rmica, mediante el
modelo propuesto por Gonza´lez et al. [13].
diferencias de tiempos entre nu´cleos contiguos para obtener la estructura granular
determinada por las fronteras. Tambie´n superponen esta estructura a la imagen obtenida
del experimento y observan que se acoplan muy bien, ver figura 2.19.
Figura 2.19: Fronteras intercristalinas analı´ticas, calculadas por Garza et al. [12], superpuestas
sobre la imagen del polipropileno cristalizado a 135 ◦C.
Capı´tulo 3
Metodologı´a
En este capı´tulo se desarrollan la mayorı´a de los pasos que se siguen en la metodologı´a de
simulacio´n. Como se describio´ en la tabla 2.2, estos pasos suelen ser los mismos para casi
cualquier modelo de simulacio´n de cualquier sistema que se desee estudiar.
En las siguientes secciones se describen: la definicio´n del sistema; la forma en que
se construyo´ el modelo de simulacio´n del sistema; el seudoco´digo del proceso de
crecimiento, que en este trabajo es considerado como el ma´s importante del simulador; los
aspectos que fueron usados para verificar el comportamiento del sistema; y las ventajas y
desventajas que presenta el simulador en relacio´n con el sistema que se quiere simular.
La implementacio´n del simulador se describe hasta el capı´tulo siguiente, debido a la
importancia que tiene para este proyecto la implementacio´n de la interfaz desarrollada,
en la cual se incluye el simulador.
Durante el desarrollo del simulador se realizo´ experimentacio´n preliminar. Sin embargo,
la u´nica que se presenta en este capı´tulo es la que permitio´ verificar que el simulador
representara´ al sistema de acuerdo a la construccio´n del modelo.
3.1 Definicio´n del sistema
El proceso que nos interesa simular en este trabajo y que es precisamente la primer
oportunidad que se tiene de controlar la estructura de un material es el proceso de
29
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cristalizacio´n. Es decir, deseamos simular el desarrollo de los procesos de nucleacio´n y
crecimiento de nu´cleos en una regio´n del espacio.
Las caracterı´sticas y particularidades del sistema son las siguientes:
1. El tipo de regiones donde se lleva a cabo la cristalizacio´n tienen alguna de las formas
siguientes: lineal, cuadrada o´ cu´bica, dependiendo si la simulacio´n del proceso es
unidimensional, bidimensional, o tridimensional.
2. Se tiene nucleacio´n te´rmica durante el proceso de cristalizacio´n, es decir, los nu´cleos
aparecen paulatinamente y en posicio´nes al azar dentro de la regio´n.
3. El crecimiento de los nu´cleos es equiaxial, es decir, la rapidez de crecimiento es
igual en todas direcciones. Por ejemplo, se conoce que en al menos la cristalizacio´n
de polı´meros se presenta este tipo de crecimiento y que bajo ciertas condiciones
tambie´n se presenta en la cristalizacio´n de metales.
4. Se desea estudiar el feno´meno desde el punto de vista cine´tico, por lo que la
simulacio´n debe basarse u´nicamente en para´metros cine´ticos y no en para´metros
energe´ticos. Los para´metros cine´ticos utilizados que describen el proceso de
cristalizacio´n que deseamos simular son: la rapidez de nucleacio´n, la cual
sera´ tomada con valor constante, y la rapidez de crecimiento de los nu´cleos, la cual
tambie´n sera´ constante e igual para todos los nu´cleos.
El intere´s en este tipo de nucleacio´n y este tipo de crecimiento se debe a las siguientes dos
ideas particulares:
En primera porque se desea continuar con las investigaciones de Gonza´lez et al.
[13, 14, 15], donde presentan un simulador unidimensional, despue´s un simulador
bidimensional de nucleacio´n usando el modelo de fronteras hiperbo´licas intercristalinas,
desarrollado para nucleacio´n te´rmica [11], adema´s de un estudio en el que Garza et al.
[12], aplican exitosamente el modelo de fronteras hiperbo´licas intercristalinas al proceso
de cristalizacio´n del polipropileno cristalizado a 135 ◦C.
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En segunda porque en muchas aplicaciones es deseable contar con materiales cuya
estructura tenga un comportamiento isotro´pico, el cual es obtenido de estructuras con
nucleacio´n te´rmica y crecimiento equiaxial de nu´cleos. El comportamiento isotro´pico
se refiere a tener las mismas propiedades en cualquier direccio´n. Por ejemplo, una
muestra cu´bica de un material con comportamiento isotro´pico debe presentar los mismos
resultados al aplicarle presio´n o algu´n otro esfuerzo sobre cualquiera de sus caras.
3.2 Construccio´n del modelo de simulacio´n
Tomando en cuenta los simuladores que se han desarrollado en los u´ltimos an˜os, en
los cuales se ha discretizado el espacio para tener un menor tiempo de co´mputo y el
trabajo desarrollado por Gonza´lez et al. [13], en el que el tiempo de co´mputo para
proporcionar una solucio´n analı´tica es considerable, en este trabajo se propone un modelo
de simulacio´n en el que se discretiza el espacio y que se rige por la cine´tica del proceso
y la geometrı´a de las fronteras intercristalinas. Todo esto con la finalidad de reducir el
tiempo de co´mputo y obtener un simulador de nucleacio´n y crecimiento de nu´cleos en
una, dos y tres dimensiones basado u´nicamente en para´metros cine´ticos.
El simulador usa la idea del modelo de Potts de discretizar la regio´n continua al
mapearla sobre un enrejado. Adema´s, se busca satisfacer o aplicar el modelo de fronteras
hiperbo´licas intercristalinas, descrito en la subseccio´n 2.1.2, con el beneficio de simular
la nucleacio´n y crecimiento de los nu´cleos usando la cine´tica del proceso.
En el modelo del sistema una estructura continua es mapeada sobre un enrejado, arreglo
o matriz tridimensional de dimensiones: DimX, DimY y DimZ, las dimensiones en la
direccio´n x, y y z repectivamente. Por lo tanto, cuando nos referimos a una simulacio´n
bidimensional en realidad nos referimos a una simulacio´n en la que la dimensio´n del
enrejado en la direccio´n z toma el valor uno (DimZ=1). De igual forma nos referimos a
simulacio´n unidimensional cuando las dimensiones del enrejado en la direccio´n y y en la
direccio´n z ambas tienen valor uno (DimY=1, DimZ=1).
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En cada posicio´n del enrejado se localiza un ı´ndice con valores {0,1,2,...,N}, donde el
ı´ndice cero se usa para representar regiones que au´n no han sido cristalizadas y los
ı´ndices {1,2,3,...} se usan como identificadores de los nu´cleos. De tal forma que todas
las posiciones del enrejado que tienen el mismo estado o ı´ndice indican elementos que
pertenecen al mismo nu´cleo, ver figura 3.1. Adema´s, el identificador de cada nu´cleo sirve
para obtener toda la informacio´n sobre ese nu´cleo, por ejemplo: el tiempo de formacio´n,
la posicio´n del centro del nu´cleo, el volumen, el radio, la rapidez de crecimiento, los
identificadores de los nu´cleos vecinos, los elementos de su frontera, el color asociado
para la visualizacio´n, etce´tera. Toda esta informacio´n puede ser usada para determinar las
propiedades de cada sitio en el enrejado, obtener la distribucio´n de taman˜os de los nu´cleos,
visualizar las morfologı´as obtenidas, etce´tera.
6 6 6 6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 5 5 5
6 6 6 6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 5 5 5
7 3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 5 5 5
3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 5
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 4 4 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 4 4 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Figura 3.1: Ilustracio´n del modelo de Potts en dos dimensiones.
El proceso de cristalizacio´n, como se muestra en la figura 3.2, toma pasos de tiempo
discretos y se lleva a cabo en los siguientes procesos:
1. Se inicializan las variables y para´metros del sistema.
2. Si el tiempo actual corresponde al tiempo de formacio´n de un nuevo nu´cleo,
entonces se lleva a cabo la nucleacio´n.
3. Si el tiempo actual no corresponde al tiempo de formacio´n de un nuevo nu´cleo,
entonces se lleva a cabo el proceso de crecimiento.
4. Se repiten los pasos dos y tres hasta que se haya cristalizado toda la muestra.

















Figura 3.2: Diagrama del proceso de cristalizacio´n.
Para describir el desarrollo del proceso de nucleacio´n y el proceso de crecimiento de los
nu´cleos en el simulador propuesto, es necesario hacer las siguientes definiciones.
Definicio´n 3.1 Sea Ω la regio´n continua en la que se lleva a cabo la cristalizacio´n,
entonces la matriz M representa al enrejado discretizado de Ω en sus tres direcciones,
con dimensiones DimX, DimY y DimZ, correspondientes al nu´mero de elementos de
la matriz M en las direcciones x, y, y z respectivamente. Se supone adema´s que cada
elemento del enrejado tiene la misma longitud en las tres direcciones.
Definicio´n 3.2 Un elemento (i, j, k) pertenece a M si cumple con las siguientes tres
condiciones:
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0 ≤ i ≤ DimX− 1,
0 ≤ j ≤ DimY− 1,
0 ≤ k ≤ DimZ− 1.
(3.1)
Definicio´n 3.3 La vecindad de un elemento (i, j, k) de la matriz M dada por
V (i, j, k) =


(u, v, w) :
i− 1 ≤ u ≤ i+ 1
j − 1 ≤ v ≤ j + 1




es decir, son aquellos elementos (u, v, w), tal que la diferencia de valores en al menos una
















· · · (i-1, j-1, k-1) (i-1, j, k-1) (i-1, j+1, k-1) · · ·
· · · (i , j-1, k-1) ( i, j, k-1) ( i, j+1, k-1) · · ·































· · · (i-1, j-1, k) (i-1, j, k) (i-1, j+1, k) · · ·
· · · (i , j-1, k) ( i, j, k) ( i, j+1, k) · · ·































· · · (i-1, j-1, k+1) (i-1, j, k+1) (i-1, j+1, k+1) · · ·
· · · (i , j-1, k+1) ( i, j, k+1) ( i, j+1, k+1) · · ·
















Figura 3.3: Elementos que pertenecen a la vecindad del elemento (i, j, k) en el enrejado
tridimensional.
Definicio´n 3.4 Sean (i, j, k) y (u, v, w) dos elementos de M, se dice que son vecinos
sı´ (i, j, k) ∈ V (u, v, w) y viceversa.
Definicio´n 3.5 La frontera del nu´cleo son aquellos elementos o posiciones de la matriz
M, tal que el ı´ndice en esas posiciones es igual al identificador o ı´ndice del nu´cleo y en
la vecindad de esos elementos hay al menos otro elemento del enrejado cuyo ı´ndice es
diferente al identificador del nu´cleo. Por ejemplo, en la figura 3.4, la frontera del nu´cleo
cuyo identificador es tres, son todas las posiciones del arreglo que tienen indice tres y
estan cercanos a la lı´nea azul o a la lı´nea negra.
Definicio´n 3.6 La frontera en crecimiento de un nu´cleo son aquellos elementos de la
frontera que en el proceso de cristalizacio´n tienen en su vecindad elementos con ı´ndice
cero.



































































































































































































































































































































































































































































Figura 3.4: Fronteras hiperbo´licas analı´ticas entre cada par de nucleos (lı´neas negras), fronteras
crecientes idealizadas (lı´neas de colores) y centros de los nucleos (posicio´n de los nu´meros de
colores).
Definicio´n 3.7 Sean n1 y n2, dos nu´cleos cualquiera, se dice que n1 es vecino de n2
y n2 vecino de n1, si hay dos elementos vecinos en la matriz M, tal que sus ı´ndices
correspondan con los identificadores de los nu´cleos.
Definicio´n 3.8 Los vecinos de un nu´cleo ni, son todos aquellos nj tal que ni es vecino de
nj . Cada nu´cleo ni tiene asociado un vector dina´mico representado por
vecinosi = [j1, j2, ...],
donde j1, j2, ... son los identificadores de los nu´cleos vecinos.
Definicio´n 3.9 Una restriccio´n de frontera es un ca´lculo que, dados un elemento (i, j, k)
de M y dos nu´cleos vecinos n1 y n2, permite determinar de que lado de la frontera
hiperbo´lica analı´tica, generada por estos dos nu´cleos, se encuentra el elemento. Si se
desea asignar el ı´ndice del nu´cleo n2 al elemento (i, j, k) y e´ste se encuentra del lado de
n1 entonces se dice que se no cumple la restriccio´n de frontera.
Las definiciones anteriores facilitan la comprensio´n de los co´digos o seudoco´digos de
los algoritmos desarrollados. A continuacio´n se da una descripcio´n resumida de los
algoritmos de nu´cleacio´n y crecimiento de nu´cleos:
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El proceso de nucleacio´n es simulado al elegir un elemento aleatorio del enrejado con
ı´ndice cero, el cual indica una regio´n que au´n no ha sido cristalizada. En la posicio´n de
tal elemento se dice que se forma un nuevo nu´cleo, al cual se le asigna un radio inicial y
un ı´ndice. El ı´ndice de dicho nu´cleo es asignado a todas las posiciones del enrejado cuya
distancia al centro del nu´cleo sea menor que el radio inicial, siempre y cuando en dichas
posiciones se encuentre un ı´ndice cero.
El proceso de crecimiento de los nu´cleos en un paso de tiempo determinado sigue el
siguiente proceso:
1. Se toma un nu´cleo ni del vector de nu´cleos Vn que se han formado. Por ejemplo, en
la figura 3.4, se tendrı´a el vector con cinco nucleos
Vn =
[
n1 n2 n3 n4 n5
]
, (3.3)
donde en n1 se almacena toda la informacio´n del nu´cleo uno.
2. Dicho nu´cleo puede crecer si partes de su frontera esta´n en contacto con zonas que
au´n no han sido cristalizadas, es decir, si en la vecindad de un elemento de la frontera
se encuentran elementos cuyo ı´ndice sea cero. Tambie´n se dice que puede crecer si
tiene frontera en crecimiento. En la figura 3.4, por ejemplo, los nu´cleos uno, dos,
cuatro y cinco, au´n pueden crecen, mientras que el nu´cleo cinco ya no puede crecer.
3. Si el nu´cleo puede crecer se aumenta el valor del radio, en funcio´n de la rapidez
de crecimiento, y tomando cada elemento de la frontera del nu´cleo, se evaluan los
elementos en su vecindad para determinar si alguno de ellos se agrega. Un elemento
en la vecindad puede ser agregado si tiene ı´ndice cero, tiene distancia al centro
del nu´cleo menor que el radio y si cumple con cada restriccio´n de frontera con
respecto a los nu´cleos vecinos (so´lo si tiene vecinos, de lo contrario, no existen
tales restricciones). Si el elemento sı´ puede agregarse, entonces se cambia el ı´ndice
cero del elemento por el identificador del nu´cleo y se verifica si se detecta un nuevo
vecino.
4. Se aplican los pasos uno, dos y tres para cada nu´cleo en el vector de nu´cleos.
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El algoritmo 1 es un seudoco´digo que muestra como se lleva a cabo el proceso de
crecimiento. Cabe mencionar que la forma de verificar si un elemento pertenece a la matriz
se calcula en una pequen˜a funcio´n adicional, ası´ mismo, la verificacio´n de violacio´n de
fronteras, que se agrego´ con la finalidad de disminuir los efectos de la discretizacio´n del
tiempo. Por otro lado, la recursividad se agrego´ para evitar algunos casos raros en los que
habı´a elementos que no se agregaban a ningu´n nu´cleo y esta´ inplementada en la funcio´n
de violacio´n de fronteras.
La figura 3.5 puede ayudar a interpretar el crecimiento de los nu´cleos, tanto el caso
















































































































































































































































































































































































Figura 3.5: Crecimiento paulatino de los nu´cleos en el enrejado.
3.3 Verificacio´n del modelo
Para verificar que el simulador se comporta de acuerdo a como se disen˜o´, primero
fue´ necesario observar que a simple vista las fronteras cumplan con el modelo de fronteras
hiperbo´licas, tanto en simulaciones bidimensionales como tridimensionales; y segundo,
observar que las curvas asociadas a las isotermas de cristalizacio´n tengan la forma tı´pica
de una S.
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Algoritmo 1 Proceso de crecimiento
Entrada: Matriz M ; Vector de nu´cleos Vn.
1: para cada nu´cleo n en Vn hacer
2: aumentar radio de n
3: obtener frontera f de n
4: para cada elemento (i, j, k) ∈ f hacer
5: para cada elemento (u, v, w) ∈ V (i, j, k), la vecindad de (i, j, k) hacer
6: si (u, v, w) ∈M y ‖(u, v, w)− Centro(g)‖ < Radio(g) entonces
7: si ID(u, v, w) = 0 entonces
8: para cada (u′, v′, w′) en la vecindad de (u, v, w) hacer
9: si ID(u′, v′, w′) 6= ID(g) y ID(u′, v′, w′) 6= 0 entonces
10: agregar el nu´cleo con ı´ndice ID(u′, v′, w′) como un vecinos de g
11: fin si
12: fin para
13: si (u, v, w) no viola ninguna frontera de nucleo entonces
14: poner ID(u, v, w) = ID(g)
15: agregar (u, v, w) a nueva frontera de g
16: aumentar fraccio´n de volumen ocupado
17: actualizar volumen de g
18: si no
19: encontrar por recursividad g′ tal que (u, v, w) no viole fronteras






26: renovar frontera de g
27: fin para
Salida: M actualizada; Vn actualizado.
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Para analizar el caso bidimensional, basta considerar que el simulador propuesto es
una extensio´n del simulador presentado por Gonza´lez et al. [13], por lo que las
morfologı´as bidimensionales obtenidas deben ser parecidas a las morfologı´as que ellos
obtienen. Esto no siempre ocurrı´a en las primeras versiones del simulador, sin embargo,
se consiguio´ evitar dicho problema de forma satisfactoria, al agregar las llamadas
restricciones de frontera. Un ejemplo sencillo de comparacio´n de las morfologı´as surge
de las figuras 3.6(a) y 3.6(b), donde se puede apreciar que las fronteras entre cada par de
nu´cleos son curvas relativamente suaves, sime´tricas con respecto al segmento que une los
centros de los nu´cleos y concavas hacia el nu´cleo que se formo´ ma´s tardiamente.
(a) (b)
Figura 3.6: Comparando la morfologı´a (a), obtenida analı´ticamente por Gonza´lez et al. [13], con
la morfologı´a (b), obtenida mediante el simulador aquı´ propuesto, se observa en ambos casos que
las fronteras entre cada par de nu´cleos son curvas relativamente suaves, sime´tricas con respecto
al segmento que une los centros de los nu´cleos y concavas hacia el nu´cleo que se formo´ ma´s
tardiamente.
En relacio´n al caso tridimensional, se considero´ que al hacer un corte sobre una superficie
hiperbo´lica, la forma resultante no solo depende del hiperbolo´ide, sino tambie´n de la
direccio´n del corte. En la figura 3.7(a), un corte vertical da como resultado la forma de una
hipe´rbola, un corte horizontal proporciona la forma de un cı´rculo y cortes transversales
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proporcionan formas que varı´an entre el cı´rculo y la hipe´rbola, similares a una elipse.
Ası´ mismo, se observo´ que en todos los cortes sobre morfologı´as simuladas en tres
dimensiones, las fronteras de los nu´cleos efectivamente tienen la forma de cortes sobre
superficies hiperbo´licas. La figura 3.7(b) es un ejemplo claro de lo anterior.
(a) (b)
Figura 3.7: (a) Formas resultantes al realizar diversos cortes sobre una superficie hiperbo´lica,
(b) corte sobre una morfologı´a tridimensional obtenida en el simulador propuesto, donde pueden
apreciarse formas que varı´an entre la hipe´rbola y el cı´rculo.
En cuanto a las gra´ficas de las isotermas de cristalizacio´n asociadas a las morfologı´as
obtenidas, en esta seccio´n so´lo presentamos las gra´ficas relacionadas a un conjuto de
simulaciones con para´metros especı´ficos. Sin embargo, puede observarse en el Ape´ndice
A, donde se presentan ma´s gra´ficas de este tipo, todas tienen la misma forma que la figura
3.8(a).
Siguiendo la teorı´a de Avrami [2], con los datos obtenidos de las cien simulaciones de las
que se obtienen las isotermas de cristalizacio´n, tambie´n se genera la isoterma promedio y
su desviacı´on esta´ndar en diversos pasos de tiempo, mostrada en la figura 3.8(b). Tambie´n
se calculo´ el valor del exponente de Avrami a partir del grado de cristalizacio´n promedio
de cincuenta simulaciones, su gra´fica de Avrami asociada y una aproximacio´n lineal,
ambas mostradas en la figura 3.8(c), obteniendo n = 3.0503± 0.02044. El valor obtenido
es bueno considerando que e´ste debe ser igual a tres, segu´n la teorı´a de Avrami.
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Figura 3.8: (a) Isotermas de cristalizacio´n, (b) isoterma promedio y desviacio´n estandar en
diversos pasos de tiempo, (c) gra´fica para calcular el exponente de Avrami mediante aproximacio´n
lineal. Para´metros: Dimensio´n=2D, Repeticiones=100, DimX=DimY=1000, DimZ=1,
Pasos=1 y Rapidez =0.5, obteniento un promedio de 246 nu´cleos por simulacio´n.
3.4 Valoracio´n del modelo
En cuanto a las ventajas y desventajas que se encontraron al representar el sistema
mediante la ayuda del simulador, listamos a continuacio´n las que fueron consideradas
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ma´s importantes.
Ventajas
Con respecto al sistema fı´sico:
1. No requiere de apara´tos de medicio´n costosos, ya que lo u´nico que se requiere es
una computadora para realizar los procesos.
2. Al poder encontrar un conjunto de morfologı´as es posible deducir un comporta-
miento promedio.
3. Una vez deducidos esos comportamientos, sera´ posible crear modelos que ayudan a
predecir las posibles morfologiı´as que se obtienen bajo determinadas condiciones.
4. Sera´ posible estudiar con el uso de software especializado las morfologı´as obtenidas
con mayor rapidez.
Con respecto a otras simulaciones:
5. Se pueden conseguir morfologı´as bidimensionales con caracterı´sticas similares a
las del simulador de Gonza´lez et al. [13], en las que se observo´ una reduccio´n
aproximada en el tiempo de co´mputo desde cuatro horas hasta cinco segundos.
6. Como consecuencia de la reduccio´n en el tiempo de co´mputo, es posible la
realizacio´n de mu´ltiples corridas de la simulacio´n en tiempos cortos de ejecucio´n.
7. Se puede simular tanto el proceso de cristalizacio´n unidimensional, como bidimen-
sional y tridimensional. Los tiempos de co´mputo en simulaciones tridimensiona-
les son de un minuto aproximadamente, cuando se tienen los siguientes para´me-
tros: Dimensio´n=3D, Repeticiones=1, DimX=DimY=DimZ=300, Pasos=1 y
Rapidez=1.0.
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8. Se puede observar el desarrollo del proceso al mismo tiempo que se realizan los
ca´lculos nume´ricos, gracias a que el simulador se desarrollo´ usando las interfaces
gra´ficas Java [16] y Java3D [26].
9. Cuando una simulacio´n se lleva a cabo se tiene acceso al arreglo tridimensional
que representa la morfologı´a, por lo que es posible observar su cambio en el
tiempo mediante el uso de cortes o planos de visualizacio´n y tambie´n con el uso
de imagenes tridimensionales.
10. Se pueden detectar los cambios en las caracterı´sticas de los nu´cleos en el transcurso
de una simulacio´n. Por ejemplo: cua´les y cua´ntos elementos contiene la frontera,
cua´les son los identificadores de nu´cleos vecinos, que´ taman˜o tiene cada nu´cleo,
cua´l es el tiempo y la posicio´n de aparicio´n de cada uno de ellos, entre otros.
11. Se puede calcular el grado de cristalizacio´n aproximado en cada paso del tiempo,
mediante la suma de los taman˜os de los nu´cleos. Tambie´n se puede calcular una
cota para el error de dicha medicio´n, e´sta se obtiene como la suma de los taman˜os
de las fronteras en crecimiento.
12. Podrı´an llevarse a cabo mediciones equivalentes a las realizadas sobre materiales
reales como se muestra en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.10 Una estructura granular que resulta del simulador propuesto,
con para´metros: Dimensio´n=3D, Repeticiones=1, DimX=DimY=DimZ=300,
Pasos=1 y Rapidez=1.0, es como la mostrada en la figura 3.9. A partir de dicha
estructura es posible conocer co´mo se relaciona la morfologı´a observada en un
corte en relacio´n con la morfologı´a completa. De manera similar, se pueden hacer
mediciones en cualquier lı´nea sobre un corte y relacionar las caracterı´sticas de la
lı´nea con las caracterı´sticas del corte o de la estructura completa, ver figuras 3.10
y 3.11.
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Figura 3.9: Morfologı´a simulada obtenida con el modelo de fronteras hiperbo´licas intercristali-
nas. Para´metros: Dimensio´n=3D, DimX=DimY=DimZ=300, Pasos=1 y Rapidez=1.0
Figura 3.10: Uso de un corte de material para el ana´lisis de una morfologı´a simulada.
Para´metros: Dimensio´n=3D, DimX=DimY=DimZ=300, Pasos=1 y Rapidez=1.0
Figura 3.11: Mediciones sobre una lı´nea en el corte de una morfologı´a simulada. Para´metros:
Dimensio´n=3D, DimX=DimY=DimZ=300, Pasos=1 y Rapidez=1.0.
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Desventajas
1. Posible pe´rdida de exactitud en el ca´lculo de los taman˜os de nu´cleos.
2. Posible pe´rdida de exactitud en los isotermas.
Para valorar la pe´rdida de exactitud en el ca´lculo de los tama´n˜os de nu´cleos, al finalizar la
simulacio´n se podrı´a recalcular de manera ma´s exacta el valor de los taman˜os de nu´cleo
al hacer un refinamiento u´nicamente sobre los elementos de las fronteras de todos los
nu´cleos como se observa en la figura 3.12. La exactitud por supuesto depende de que´ tanto
se refinen los elementos de la frontera. Sin embargo, es intuitivo que los taman˜os de los
nucleos no cambiara´n mucho y en consecuencia el cambio en la distribucio´n de taman˜os
de grano sera´ au´n menor.
Figura 3.12: Gra´fica para esquematizar un refinamiento en el ca´lculo del a´rea de los nu´cleos.
Para valorar la pe´rdida de exactitud que se presenta al calcular el grado de cristalizacio´n
durante el desarrollo de una simulacio´n, se presentan gra´ficas que relacionan la suma del
taman˜os de las fronteras crecientes de los nu´cleos, en funcio´n del tiempo de simulacio´n.
Tambie´n se presentas gra´ficas que muestran el la suma de los taman˜os de las fronteras
crecientes en funcio´n del grado de cristalizacio´n.
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Sin importar cua´les de estos dos tipos de gra´ficas se analicen, cabe destacar que el error
en las mediciones involucra so´lo a los elementos de las fronteras en crecimiento, ya que
para los otros elementos de la frontera, el espacio que no cristaliza determinado elemento
es cristalizado por un elemento de la frontera de otro nu´cleo y viceversa.
Como se podra´ observar en la figura 3.4 y con ayuda de la figura 3.12, para cada elemento
de la frontera creciente solo se incluye entre el cincuenta y cien por ciento de su taman˜o
al nu´cleo idealizado. Por otra parte en los elementos que no han cristalizados, que son
vecinos de los elementos de las fronteras, entre el cero y un cincuenta por ciento de
ellos esta´ incluido en el nu´cleo idealizado (circulo), es decir, hay una compensacio´n. Si
esto es cierto, entonces el error de medicio´n en cada elemento de la frontera varı´a entre
un cero y cincuenta por ciento de ese elemento. Entonces, una forma ma´s general de
calcular el error serı´a tomarlo como variable aleatoria, que puede tomar valores de entre
cero y la mitad taman˜o de la frontera creciente. Por ejemplo, en la figura 3.13 y 3.4,
la lı´nea negra representarı´a la altura ma´xima en promedio que podrı´a alcanzar el error
en la medicio´n para cada paso del tiempo o para cada valor del grado de cristalizacio´n
calculado, respectivamente, deduciendo que en promedio el error ma´ximo alcanzable es de
un tres por ciento del volumen total de la regio´n en la que se lleva a cabo la cristalizacio´n,
con los para´metros usados en dichas simulaciones.




















(a) Suma de los taman˜o de las fronteras en crecimiento a cada paso





















(b) Media y varianza de la suma del taman˜o de las fronteras
crecientes a cada paso del tiempo, medido en proporcio´n del
volumen total.
Figura 3.13: Taman˜o de las fronteras crecientes para estimar el error al calcular el grado
de cristalizacio´n. Para´metros: Dimensio´n=2D, Repeticiones=20, DimX=DimY=100,
DimZ=1, Pasos=1 y Rapidez=1.0.




















(a) Suma de los taman˜os de las fronteras en crecimiento en funcio´n





















(b) Media y varianza de la suma de los taman˜os de las fronteras
en crecimiento, medido en proporcio´n del volumen total.
Figura 3.14: Taman˜o de las fronteras para estimar el error al calcular el grado de
cristalizacio´n en funcio´n del grado cristalizacio´n calculado. Para´metros: Dimensio´n=2D,
Repeticiones=20, DimX=DimY=100, DimZ=1, Pasos=1 y Rapidez=1.0.
Capı´tulo 4
Herramienta computacional
La herramienta computacional desarrollada es una interfaz gra´fica creada en el lenguaje
Java [16], que implementa la visualizacio´n de la muestra en un espacio virtual
tridimensional, mediante la interfaz gra´fica Java3D [26]. Tambie´n utiliza la herramienta
Gnuplot, mediante la ejecucio´n de procesos externos, para generar histogramas de forma
sencilla.
La herramienta ha sido desarrollada para que el usuario obtenga un conocimiento mayor
del desarrollo de la simulacio´n y que con el uso continuo tenga una realimentacio´n de
los procesos que observa y de las caracterı´sticas de las morfologı´as que obtiene en cada
simulacio´n.
Las partes visuales de la herramienta han sido desarrolladas para facilitar la deteccio´n
de errores en el disen˜o del modelo de simulacio´n. Ası´ mismo, para visualizar tanto los
resultados obtenidos, como el proceso que se va desarrollando. El objetivo final es brindar
un mayor apoyo a la veracidad de las conclusiones finales del proyecto.
El disen˜o de la herramienta parte del prototipo, desarrollado por Elisa Schaeffer, cuya
u´nica intencio´n es visualizar el proceso de nucleacio´n y el crecimiento de los mismos
en dos dimensiones, como el mostrado en la figura 4.1. Al realizar varias simulaciones
se observo´ que cuando la dimensio´n del enrejado, asociado a la regio´n por cristalizar, es
superior a mil elementos por lado, el proceso se torna lento. Esto se debe a que en su
implementacio´n no se busco´ optimizar el tiempo de co´mputo.
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Tiempo
Figura 4.1: Proceso de nucleacio´n y crecimiento, simulado por el prototipo bidimensional
desarrollado por Elisa Schaeffer.
De los diversos procesos del prototipo, se encontro´ que en el proceso de crecimiento de
los nu´cleos, se generaba un aumento considerable en el tiempo de co´mputo a medida
que se aumenta la dimensio´n del enrejado. Esto se debe a que la cantidad de operaciones
necesarias para agregar nuevos elementos a un nu´cleo cualquiera, cada que e´ste aumenta
su radio, es proporcional al nu´mero de elementos que se evaluan para determinar cua´les
de ellos pertenecen al nu´cleo. Por su parte, los elementos a evaluar son aquellos que
se encuentran dentro de una regio´n cuadrada que contiene al nu´cleo, ver figura 4.2.




donde d es el dia´metro del nu´cleo. A esta forma de evaluar los elementos se le denota en
este trabajo como recorrido completo.
Se llego´ a la conclusio´n que si se extendı´a el simulador al caso tridimensional, siguiendo
el mismo algoritmo de crecimiento y sin considerar au´n la implementacio´n de la interfaz
ni el ca´lculo nume´rico de analizar una morfologı´a, el tiempo de co´mputo aumentarı´a
considerablemente. Es decir, la cantidad de operaciones necesarias para agregar nuevos
elementos a un nu´cleo, pasarı´a de ser proporcional al cuadrado del dia´metro del nu´cleo
O(d2), a ser proporcional al cubo del dia´metro O(d3). Por lo cual se modifico´ el proceso

















































Figura 4.2: Recorrido completo de una regio´n cuadrada para determinar cua´les elementos sera´n
agregados en el crecimiento de un nu´cleo. En este caso los elementos dentro del cuadrado con la
lı´nea azul son aquellos que se evaluan y los que se agregan son solo aquellos marcados con la
letra x.
de crecimiento, evaluando so´lo aquellos elementos que se encuentran en un recorrido que
crece desde la parte interna del nu´cleo hasta cubrir por completo los elementos que sera´n
agregados, el cual se denotara´ como recorrido en espiral. Por ejemplo, en la figura 4.3,
los elementos color verde son aquellos que pertenecen al nu´cleo, los marcados con una x
son los que se agregara´n al aumentar el radio del nu´cleo una unidad y los elementos por
los que pasa la lı´nea azul son los u´nicos que sera´n evaluados.
La ventaja del recorrido en espiral es que evita los elementos del cuadrado inscrito en el
cı´rculo. De esta forma, el nu´mero de elementos evaluados en el caso bidimensional, que
se denota con N2(2D), es aproximado por
N2(2D) ≈ d
2(1− sin2 45o), (4.2)
encontrando que la complejidad del recorrido espiral tambie´n es O(d2). En consecuencia,
no se observo´ mejorı´a en el tiempo de co´mputo al emplear el recorrido en espiral y la
extensio´n al caso tridimensional no parece ser obvia ni tampoco sencilla.














































Figura 4.3: Recorrido en forma de espiral para agregar nuevos elementos a un nu´cleo sobre una
regio´n cuadrada que lo cubre.
Se determino´ que antes de extender el simulador al caso tridimensional, deberı´a reducirse
la complejidad computacional del proceso de crecimiento para un nu´cleo, a fin de obtener
un simulador bidimensional que sea lo ma´s ra´pido posible y que su respectiva extensio´n
al caso tridimensional no se vuelva obsoleta.
Finalmente, se propuso un recorrido que cubre so´lo una pequen˜a vecindad alrededor de
los elementos que se encuentran en la frontera del nu´cleo, denotado como recorrido
por vecindades. Por ejemplo, en la figura 4.4, al considerar una vecindad alrededor de
cada elemento de la frontera, elementos marcados con una x, se cubren los elementos
cuyos centros esta´n dentro del cı´rculo grande con lı´nea punteada. Estos son precisamente
aquellos elementos que sera´n agregados al nu´cleo.
Con el recorrido por vecindades el nu´mero de elementos a verificar, denotado como N3
en el caso bidimensional es aproximado por
N3(2D) ≈ 9 ∗ pi(d− 2), (4.3)
donde pi(d − 2) es el perı´metro del cı´rculo interno (un nu´cleo idealizado antes de crecer)
y aproxima el nu´mero de elementos en la frontera del nu´cleo. Obteniendo ası´, que la
complejidad del proceso de crecimiento, usando el recorrido por vecindades, para el caso
bidimensional esO(d). Siguiendo la misma lo´gica se obtiene que el nu´mero de elementos
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a verificar N3 para en el caso tridimensional es aproximado por
N3(3D) ≈ 27 ∗ 2pid
2, (4.4)
donde 2pid2 es la superficie de una esfera de dia´metro d y el nu´mero veintisiete representa
el taman˜o de una vecindad en tres dimensiones, por lo que la complejidad del proceso de












































Figura 4.4: Vecindades sobre los elementos de la frontera de un nu´cleo bidimensional, usadas en
el recorrido por vecindades para el crecimiento del nu´cleo.
Usando el recorrido por vecindades, se desarrollo´ en el lenguaje C++ un simulador
en el que se implemento´ el uso del arreglo dina´mico <<vector>>, para almacenar
la informacio´n de las coordenadas de cada elemento de la frontera de un nu´cleo. En
dicho simulador tambie´n se implemento´ la extensio´n al caso tridimensional. Sin embargo,
la u´nica forma de “observar” un nu´cleo en este simulador se consigue imprimiendo
los ı´ndices del enrejado tridimensional. En consecuencia, es complicado poder hacer
deducciones sobre la congruencia o´ incongruencia de las morfologı´as que se obtienen.
Por otro lado, los para´metros requeridos en este simulador son so´lo cuatro: DimX, DimY,
DimZ y Pasos, ya que au´n no se habı´a desarrollado una versio´n que permitiera cambiar
la rapidez con que crecen los nu´cleos.
Con el recorrido por vecindades y la idea de mejorar la observacio´n del crecimiento
de los nu´cleos, se comenzo´ a desarrollar la interfaz gra´fica en el lenguaje Java, la cual
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ha ido evolucionando, por lo que se han obteniendo varias versiones al agregar nueva
funcionalidad de una versio´n a la siguiente. A continuacio´n se describen dichas versiones
del simulador gra´fico.
Versio´n 1. Es la primer versio´n en una interfaz gra´fica. El simulador desarrollado en esta
versio´n usaba el recorrido en espiral descrito anteriormente. Se implemento´ el
recorrido espirar porque e´ste ya habı´a sido implementado en el lenguaje C++,
solo fue traducir el co´digo a java. En esta versio´n se muestran el desarrollo de
la simulacio´n en dos dimensiones con los elementos mı´nimos para llevarla a
cabo.
Versio´n 2. Es la primer simulacio´n en la que se usan vecindades en la frontera y
simulaciones en tres dimensiones. Sin embargo au´n no se ha desarrollado
la visualizacio´n de las morfologı´as que se van formando en el proceso, por
lo que nuevamente la impresio´n de matrices sirve de apoyo para conocer
parcialmente la morfologı´a que se obtiene.
Versio´n 3. Tiene la funcionalidad de poder visualizar cortes del material a trave´s de
las direcciones X , Y y Z, es decir, produce cortes paralelos a los ejes
coordenados. Los cortes se pueden ver tanto en el desarrollo de la simulacio´n
como despue´s de que e´sta finaliza. La funcionalidad de cortes, puede ser
activada o desactivada, lo que permite disminuir el tiempo de una simulacio´n
o mostrar mayor atencio´n en el desarrollo del proceso.
El nu´mero de pasos de tiempo entre generacio´n de nu´cleos consecutivos
tiene el valor fijo uno (Pasos=1) y u´nicamente se pueden introducir los
para´metros: DimX, DimY y DimZ.
Versio´n 4. Ya con ima´genes de cortes se decide comenzar a obtener ima´genes de las
morfologı´as obtenidas en modelos de tres dimensiones. Por lo que esta versio´n
de la interfaz cuenta con las siguientes caracterı´sticas adicionales:
Se han agregado un boto´n para guardar el corte que esta´ siendo
visualizado en el panel correspondiente.
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Figura 4.5: Imagen correspondiente a la tercera versio´n de la herramienta.
Se agrego´ una nueva pestan˜a a lado de la pestan˜a de los cortes para
mostrar la imagen de la muestra generada en un espacio virtual. Sin
embargo, la morfologı´a en el espacio virtual se puede generar so´lo
despue´s de haber guardado las seis ima´genes correspondientes a las caras
de la regio´n y aplicarles las rotaciones y traslaciones adecuadas en algu´n
editor de ima´genes para ubicarlas en la posicio´n que les corresponden.
En la pestan˜a de cortes se agrego´ una barra de progreso para saber el
porcentaje de cristalizacio´n. Anteriormente e´ste so´lo se podı´a conocer al
imprimirlo en la terminal o lı´nea de comandos.
Internamente se agrego´ funcionalidad para calcular la frecuencia de los
taman˜os de los nu´cleos y al finalizar una simulacio´n esa informacio´n es
mostrada en la terminal.
Versio´n 5. La dificultad para saber cua´les rotaciones o reflexiones se deben aplicar a las
ima´genes de las caras, conducen a tratar de realizarlas de manera automa´tica
al comunicar el espacio virtual con el simulador y obtener de e´l los datos de
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Figura 4.6: Imagen del espacio virtual agregado en la cuarta versio´n de la interfaz.
las ima´genes. Por lo que esta versio´n de la interfaz cuenta con las siguientes
caracterı´sticas adicionales:
Se agrega la funcionalidad de rotar la imagen tridimensional con el rato´n
y se agrega iluminacio´n a la escena virtual con la finalidad de distinguir
las diferentes caras de muestra.
Se agrega una nueva pestan˜a en el que se muestra un histograma
correspondiente a los taman˜os de los nu´cleos de la muestra. Para generar
este histograma se mandan los datos a un archivo volumen.dat y se
crea un archivo llamado histo.plot, despue´s se ejecuta el proceso
de generar la gra´fica, guardada en un archivo con nombre histo.png,
usando la herramienta Gnuplot y el archivo histo.plot, se leen los
datos de la imagen y se muestra la gra´fica en la pestan˜a correspondiente
como se ilustra en la imagen 4.7(b).
El nu´mero de pasos de tiempo entre generacio´n de nu´cleos consecutivos
ya no solo toma el valor uno, sino que tambie´n puede tomar valores
enteros Pasos ∈ {1, 2, 3, . . .}.
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(a) (b)
Figura 4.7: Apariencia de la quinta versio´n de la interfaz: (a) Generacio´n directa de la muestra
en el espacio virtual con iluminacio´n y (b) histograma de frecuencias de taman˜os de nu´cleos.
Versio´n 6. Al buscar desarrollar una interfaz ma´s completa, se agregan nuevas funcio-
nalidades tanto en apariencia como internas, buscando representar mejor el
proceso de cristalizacio´n. Las nuevas funcionalidades son:
Se agrega una barra de menu´, la cual cuenta con un campo en el que es
posible elegir alguno de los cuatro idiomas disponibles.
Se han modificando internamente el co´digo de la simulacio´n para
soportar distintos valores del para´metro Rapidez, que varı´a la rapidez
con que crecen los radios de los nu´cleos.
Con la intencio´n de disminuir el efecto de la discretizacio´n en los
procesos, se agregan restricciones de frontera en el crecimiento de los
nu´cleos. Minimizando las consecuencia de que los nu´cleos no crezcan
simultaneamente y ocupen un elemento que analı´ticamente le pertenezca
a otro nu´cleo. Esto requiere conocer con cua´les nu´cleos se tiene contacto,
por lo que durante el mismo crecimiento se crea una lista de los nu´cleos
vecinos.
Se da la funcionalidad de crear ima´genes de la muestra en el espacio
virtual desde el principio de la simulacio´n. Sin embargo, au´n falta
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conocimiento al respecto ya que estas imagenes se sobreponen y es
necesario que esto no pase.
Figura 4.8: Imagen de la sexta versio´n de la interfaz, donde se observa la nueva
barra de menu´.
Versio´n 7. La necesidad de generar continuamente grupos de simulaciones con los
mismos para´metros, motiva a agregar nueva funcionalidad y corregir aquellas
en las que se tienen fallas. Las nuevas caracterı´sticas son:
Se agrega funcionalidad para realizar un nu´mero continuo de simulacio-
nes.
Se guarda alguna informacio´n en archivos de salida con nombres
secuenciales.
En lugar de agregar nuevas ima´genes al espacio virtual se actualiza y
remplaza el objeto que contiene toda la informacio´n de las caras, lo que
permite observar la evolucio´n del proceso en una vista tridimensional
cada vez que un boto´n es presionado.
Los textos de los botones en la barra de control se cambian por iconos
relacionados y se agrega una descripcio´n breve sobre la accio´n que
ejecutan para que aparezca cuando el puntero del rato´n pase sobre el
boto´n.
Versio´n 8. Con la intencio´n de mostrar que los nu´cleos en tres dimensiones efectivamente
crecen de forma esfe´rica, se agrega la funcionalidad de actualizar el espacio
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virtual de manera automa´tica cada determinado tiempo. Para ello se hace uso
de variables temporales.
(a) (b)
Figura 4.9: Imagen de la octava versio´n de la interfaz.
4.1 Disen˜o de la herramienta
Como se describio´ con anterioridad, las caracterı´sticas y funcionalidad de la herramienta
han ido evolucionando desde principios de este proyecto hasta llegar a la versio´n actual.
Es posible que en el futuro se le sigan agregando nuevos elementos a la herramienta. En
esta seccio´n se presenta el disen˜o que tiene actualmente, ver figura 4.10.














2D y muestra en
3D
Figura 4.10: Campos que componen la interfaz.
En seguida se describen cada uno de ellos con mayor detalle.
Menu´
En el menu´ aparece un seleccionador de idiomas. Los idiomas disponibles esta´n
contenidos en el archivo languages.txt. Para agregar un nuevo idioma es necesario
agregar una nueva columna con la etiqueta, mensaje o texto que se desea agregar en el
idioma deseado y un renglo´n en el primer bloque de contenido del archivo.
Barra de control
La barra de control esta´ compuesta de los siguientes botones y funcionalidad.
El boto´n playButton con el cual se da inicio a un nu´mero continuo de simulaciones
con los mismos para´metros, so´lo si todos los para´metros necesarios fueron introducidos y
esta´n en el formato correcto.
El boto´n pauseButton sirve para pausar una simulacio´n que esta´ en proceso. Esto
permite observar con mayor detalle el desarrollo del proceso al usar alguna de las formas
de visualizacio´n que se dispone. Tambie´n permite tener el tiempo necesario para tomar
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instanta´neas del proceso.
El boto´n stopButton permite detener el conjunto de simulaciones que se este´n
realizando, lo cual puede ocurrir si el usuario se equivoca al introducir los para´metros
al simulador y se percata de ello hasta que la simulacio´n esta´ en proceso o´ simplemente
por que desea interrumpir el proceso.
El boto´n saveButton despliega una ventana que permite guardar una imagen en
formato png con el nombre y directorio seleccionado.
El boto´n cubeButton permite iniciar la visualizacio´n de la imagen tridimensional de la
morfologı´a que esta´ siendo simulada.
El boto´n histogramButton permite crear una imagen en formato png del taman˜o de
nu´cleos y mostrarla en el panel destinado para ello.
Panel de para´metros
Esta a´rea contiene una lista desplegable, diversos campos de texto y diversas opciones. A
continuacio´n se listan todos los para´metros que deben ser seleccionados o´ introducidos y
lo que representan.
1. Dimensio´n. Representa la dimensionalidad del crecimiento. ´Esta solamente
puede tomar uno de tres valores: unidimensional (1D), bidimensional (2D) o
tridimensional (3D).
2. Repeticiones. Se refiere al nu´mero continuo de simulaciones que se realizara´n,
todas ellas con los mismos valores de los para´metros.
3. DimX. Es la magnitud del arreglo en la direccio´n x.
4. DimY. Es la magnitud del arreglo en la direccio´n y.
5. DimZ. Es la magnitud del arreglo en la direccio´n z.
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Los para´metros DimX, DimY y DimZ tambie´n pueden ser interpretados como el
nu´mero de elementos en los que se discretiza la regio´n en las direccio´nes x, y y z
respectivamente.
6. Pasos. Es el nu´mero de pasos de tiempo entre la formacio´n de dos nu´cleos
consecutivos, so´lo puede tomar valores enteros positivos.
7. Rapidez. Es la rapidez de crecimiento o nu´mero de unidades que aumenta el radio
de un nu´cleo a cada paso del tiempo, e´sta es la misma para todos los nu´cleos. En
el simulador, la rapidez de crecimiento so´lo puede tomar valores mayores que cero
y menores o iguales a uno. Esto se debe a que con el recorrido por vecindades,
lo ma´s que se llega a cubrir con el taman˜o de vecindad son elementos que se
encuentran a una distancia de uno. Para soportar valores mayores de este paa´metro
serı´a necesario aumentar el taman˜o de vecindad o aplicar el crecimiento unitario en
repetidas ocasiones para cada nu´cleo, lo que no tiene sentido ya que es lo mismo
que ya se esta haciendo, basta con definir cuantas pasos de tiempo equivale a una
unidad de tiempo deseada.
Opciones:
8. Mostrar. Si se activa esta opcio´n tambie´n se activan los campos que permiten
elegir el nu´mero y la direccio´n de un corte. Tambie´n permite que se puedan
mostrar los cortes de la morfologı´a, durante y despue´s del desarrollo del proceso
de cristalizacio´n.
9. GuardarProceso. Determina si la informacio´n caracterı´stica del desarrollo del
proceso sera´ guardada en un archivo para un ana´lisis posterior.
Barra de progreso.
Es usada para mostrar el porcentaje de volumen que ha sido cristalizado hasta el momento
en la simulacio´n que se esta´ llevando a cabo.
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Visualizacio´n de cortes
Contiene dos cosas:
1. Una imagen que representa el material visto desde un plano o corte de
visualizacio´n.
2. Un campo de opciones donde se elige la direccio´n en la que se desea hacer el
corte, despue´s se puede ver a trave´s del material variando la profundidad a la que
esta´ hecho el corte. La profundidad varı´a entre cero y la dimensio´n del enrejado en
dicha direccio´n.
Visualizacio´n de las morfologı´as en tres dimensiones
La visualizacio´n en tres dimensiones consta de un panel en el que se incluye un universo
virtual para observar la muestra y su evolucio´n cuando se va cristalizando el material. El
espacio virtual tiene la caracterı´stica que es posible con el uso del rato´n: rotar, acercar
y alejar la vista de la morfologı´a mientras se desarrolla el proceso y despue´s de haber
concluido. En el espacio virtual se localiza una fuente de iluminacio´n para que sea posible
distinguir las diferentes caras de la muestra simulada.
4.2 Estructura de la herramienta
Ha sido desarrollada usando la perspectiva de programacio´n orientada a objetos. Adema´s
nos hemos valido del arreglo dina´mico <<vector>> para hacer un manejo sencillo de
la informacio´n en cuanto a las necesidades que se presentan.
La herramienta consta de nueve archivos: ocho son archivos con extensio´n .java y el
restante es un archivo de texto. Los ocho archivos .java se organizan como sigue: cinco
son para elementos visuales que esta´n siempre visibles, uno es para visualizar los mensajes
de error que se cree que pueden ocurrir cuando el usuario no esta muy familiarizado con
la interfaz y el cual es compartido por toda la herramienta, y los dos restantes contiene
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el algoritmo que sirve para llevar a cabo el desarrollo de la simulacio´n. Por otro lado, el
archivo de texto es donde se encuentran las etiquetas y campos de texto que aparecera´n en
todas las partes visuales de la herramienta.
En la tabla 4.1 se presenta un diagrama de clases para comprender mejor la estructura de
la herramienta. Un diagrama de clases es un diagrama que muestra las clases, atributos y
las relaciones entre ellos. Se utilizan durante el proceso de ana´lisis y disen˜o del sistema.
A continuacio´n se describen cada una de las clases de Java.
Interfaz. Esta clase contiene la ventana principal de la herramienta. La clase esta´ com-
puesta por una barra de menu´ y una pestan˜a que contendra´ el panel de la clase Pa-
nelCristalization.Tambie´n contiene un arreglo bidimensional, es decir un vector de
vectores, donde cada elemento del arreglo es una cadena de caracteres que represen-
ta alguno de los siguientes datos: etiqueta, mensaje de error, mensaje de advertencia,
tı´tulo de algu´n panel, tı´tulo de alguna pestan˜a, informacio´n sobre la funcionalidad
de algu´n elemento, etce´tera. Tambie´n contiene las funcio´nes changeLanguage() y
readLanguage(): la primera, actualiza los campos antes mencionados, pertenecien-
tes a la clase Interfaz, de acuerdo al idioma seleccionado en la barra de menu´ y
que a su vez llama a la funcio´n de la clase Cristalization que hace lo mismo en sus
campos correspondientes, y la segunda, lee la informacio´n que debe ir en el arreglo
bidimensional del archivo Languages.txt.
PanelCristalization. Esta´ compuesto de las siguientes partes y funciones:
1. Un panel de control compuesto por diversos botones, desde los que se pueden
controlar las simulaciones.
2. Un panel de para´metros compuesto por una lista desplegable, diversos campos
de texto y algunas opciones. Con ellos se puede seleccionar la dimensio´n de la
simulacio´n, introducir las dimensiones del enrejado, el nu´mero de pasos entre
la formacio´n de un nu´cleo al siguiente y la rapidez con que crecen los radios
de los nu´cleos, elegir si la simulacio´n sera´ visible y si se guardara´n los datos
ma´s representativos de la siguiente simulacio´n que se lleve a cabo.
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Tabla 4.1: Diagrama de clases.
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3. Una barra de progreso.
4. Un conjunto de tres pestan˜as: la primera contiene el panel de la clase PanelCut
y un conjunto de opciones de corte, que sirven para elegir el corte que se
mostrara´ por la clase PanelCut, la segunda contiene un panel en el que se
agrega el universo virtual generado por la clase VirtualCube y la tercera,
contiene un panel obtenido de la clase PanelHistogram.
5. La funcio´n newCut() de esta clase llama a las funciones con el mismo nombre
de las clases PanelCut y Cristalization para pasarles los para´metros obtenidos
de las opciones de corte y activar modo visual en ambas. Esto se hace siempre
y cuando ya se haya simulado el proceso al menos una vez.
6. La funcio´n nextSimul() se encarga de crear una nueva simulacio´n con los datos
que aparecen en el panel de para´metros y comunica la clase Cristalization
con las clases PanelCut y VirtualCut por si es necesaria la visualizacio´n del
proceso. Tambie´n habilita o´ desabilita botones para minimizar las fallas del
sistema ocasionadas por un mal manejo o inexperiencia del usuario.
7. La funcio´n hasFinishSimul() habilita o deshabilita botones cuando una
simulacio´n ha concluido. Sin embargo, el hecho de que una simulacio´n haya
terminado no implica que no se puedan ver los cortes o la imagen virtual.
8. Las funciones itemStateChanged(), actionPerformed() y stateChanged() se
encargan de detectar cuando el usuario presiona alguno de los botones de la
barra de menu´, elige la dimensio´n de una simulacio´n, cambia el valor de alguna
de las opciones del simulador o´ cambia la direccio´n o la profundidad de corte.
En cualquiera de estos casos se determina el estado del sistema y se llevan a
cabo las acciones pertinentes.
PanelCut. Inicialmente esta clase contiene un panel vacı´o, pero cuando se llama la
funcio´n newCut(), e´sta recibe los para´metros del corte sobre la morfologı´a que
se esta´ obteniendo o que acaba de obtenerse y entonces se llama a la funcio´n
paintComponent() encargada de mostrar la imagen del corte en el panel.
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Cuando se esta´ ejecutando una simulacio´n y la opcio´n visual esta´ activada en la
clase PanelCristalization, la funcio´n paintComponent() es llamada a cada paso del
tiempo para que el corte que se visualiza sea actualizado.
VirtualCube. Esta clase contiene un universo virtual que inicialmente so´lo tiene un fondo
color blanco y un objeto vacı´o. Tambie´n contiene las siguientes funciones.
1. La funcio´n createQuadArray() se usa para crear un plano asociado con:
coordenadas de posicio´n, coordenadas de texturizado y coordenadas normales,
las primeras y las segundas coordenadas sirven para poder agregar la textura o
imagen al plano en una posicio´n determinada, y las terceras para que el plano
presenta mayor o menor intensidad de color, en relacio´n con la direccio´n y
posicio´n de la fuente de luz.
2. La funcio´n rotateFace() se usa para rotar en el eje x, y o z un plano creado en
createQuadArray() para ubicarlo en la posicio´n del cubo que le corresponde.
Las caras son numeradas del uno al seis.
3. La funcio´n createScene() usa las dos funciones anteriores y la funcio´n
getAppear() para crear las caras, an˜adirles la apariencia, la propiedad de
reaccionar a la fuente de luz y las rotaciones pertinentes para crear el cubo
y agregarlo a la escena gra´fica del universo virtual.
4. La funcio´n paintCube() remplaza el cubo de la escena con la nueva imagen del
cubo ya actualizada.
5. La funcio´n setupView() agrega funcionalidad para rotar el cubo en la escena,
ası´ como acercarlo y alejarlo con el uso del rato´n. Guarda la posicio´n y
traslacio´n del cubo en cuestio´n para que al remplazarlo en la actualizacio´n
e´ste no aparezca en otro lugar.
Cristalization. Desarrolla el proceso de cristalizacio´n y proporciona funciones de control
para la simulacio´n, ası´ como funciones de acceso a los datos representativos del
progreso actual de la simulacio´n y funciones de acceso a los datos caracterı´sticos
de la morfologı´a. Esta clase implementa el uso de hilos de ejecucio´n, que
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en programacio´n es una caracterı´stica que permite realizar varias operaciones a
la vez. En nuestro caso mientras una simulacio´n se lleva a cabo, esta no absorbe
todos los recursos de la computadora, lo que permite que otras acciones puedan
ser llevadas a cabo, por ejemplo, acciones como presionar un boto´n para pausar,
detener la simulacio´n o´ ejecutar algu´n otro proceso. La clase tiene varios grupos de
funciones orientados a proporcionar diferentes aspectos al simulador y se agrupan
como sigue.
Sobre el control de simulacio´n:
1. La funcio´n run() es la encargada de comenzar una simulacio´n, la forma de
ejecutarla es con la funcio´n start(), que es la funcio´n establecida para comenzar
cualquier hilo de ejecucio´n en Java. Una vez iniciada o ejecutada, esta funcio´n
realiza tres acciones: primera, hace crecer los nu´cleos, lo cual se lleva a cabo
en la funcio´n grow(), segunda, cada determinado nu´mero de pasos de tiempo
genera un nuevo nu´cleo, y tercera, descansa el proceso un determinado nu´mero
de tiempo, dado en milisegundos, mientras tanto permite que se realicen otras
tareas.
2. La funcio´n grow() es la encargada de agregar nuevos elementos del enrejado
a cada uno de los nu´cleos a cada paso del tiempo, lo que da la sensacio´n de
crecimiento. Es posible que sea la funcio´n ma´s importante del simulador, el
esquema de su funcionamiento se describe en el algoritmo 1 en la pa´gina 38.
Sobre la generacio´n del histograma:
3. La funcio´n histograma3D() se encargan de calcular las frecuencias de los
taman˜os de los nu´cleos, posteriormente llama a las funciones filePlot() y
gnuplot().
4. La funcio´n filePlot() se encarga de crear el archivo histo.plot con las
instrucciones necesarias en Gnuplot para graficar el histograma de taman˜os
de nu´cleos.
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5. La funcio´n gnuplot() ejecuta el proceso externo ((gnuplot histo.plot))
para generar el histograma. El proceso externo necesita que la herramienta
Gnuplot este´ instalado en la computadora, si no es ası´, la gra´fica no se
generara´.
Sobre los cortes:
6. La funcio´n newCut() recibe los para´metros cuando se elige un nuevo corte.
Crea una imagen en la que a cada pixel le asigna un color que se determina
con los ı´ndices del enrejado y el color asociado al nu´cleo cuyo identificador
es igual al ı´ndice. Como los nu´cleos esta´n ordenados en un vector, el nu´cleo
cuyo identificador es igual a un ı´ndice i suele ser el nu´cleo en la posicio´n i−1
del vector de nu´cleos.
7. La funcio´n paintCut() es llamada por la funcio´n paintComponent() de la clase
PanelCut y se encarga de dibujar la imagen del corte a cada paso del tiempo o
cuando se elige un nuevo corte, so´lo si la opcio´n visual esta´ activa.
Sobre la visualizacio´n en el espacio virtual:
8. La funcio´n getFace() recibe un valor entero entre uno y seis que corresponde
al nu´mero de cara y se encarga de proporcionar los datos de una imagen a la
clase VirtualCut cada vez que se actualiza el espacio virtual. Para actualizar
el espacio virtual se usan variables temporales y no el nu´mero de iteraciones
en el simulador para no saturar el sistema ya que cada iteracio´n del simulador
puede tener diferente duracio´n.
Sobre la salida de datos:
9. La funcio´n printVolume() se encarga de imprimir a archivo de salida tres
datos, por cada nu´cleo que se genero´ durante la simulacio´n, estos datos son:
identificador, tiempo de formacio´n, y taman˜o o volumen del nu´cleo.
10. La funcio´n printImageToFile() recibe el nombre y directorio donde sera´ guar-
dada la imagen del corte que es mostrada en ese momento en la pestan˜a de
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visualizacio´n de cortes. Si la simulacio´n no tiene activado el modo visual en-
tonces despliega una ventana de mensajes.
Nucleus. Esta clase contiene atributos como tiempo de formacio´n, volumen, frontera,
nu´cleos vecinos, etce´tera. Tambie´n contiene las funciones de acceso a todos estos
atributos. A continuacio´n listamos cua´les son estas funciones y que´ hace cada una.
1. Las funciones getCenterX(), getCenterY() y getCenterZ(), proporcionan a la
clase Cristalization las posiciones del centro del nu´cleo en la direccio´n x, y y
z respectivamente.
2. Las funcio´n growVolume() aumenta en una unidad el volumen de un
nu´cleo, medido con el nu´mero de elementos que tienen el ı´ndice igual a
su identificador. Es llamada cada vez que a un elemento se le asigna el
identificador como ı´ndice del elemento, es decir, el volumen se calcula durante
el desarrollo de la simulacio´n.
3. Las funciones getVolume() y getRadius() devuelven el valor del volumen y el
radio del nu´cleo respectivamente. El acceso al volumen de cada nu´cleo es lo
que permite calcular el histograma de taman˜os de nu´cleos.
4. La funcio´n growRadius() aumenta el radio del nu´cleo de acuerdo al valor
que tenga la rapidez de crecimiento. esta funcio´n es llamada u´nicamente si
el taman˜o de la frontera es distinto de cero.
5. La funcio´n isInRadius() determina si la distancia de un elemento del enrejado
al centro del nu´cleo es menor que el radio, lo cual significa que el elemento
esta´ incluido en el radio del nu´cleo.
6. La funcio´n getBoundary() regresa el vector que contiene todos los elementos
de la frontera en crecimiento del nu´cleo.
7. La funcio´n setBoundary() recibe el vector que contiene todos los elementos de
la frontera despue´s del crecimiento del nu´cleo en el u´ltimo paso de tiempo.
8. La funcio´n isInBoundary() es usada para determinar cua´les de los elementos
que esta´n en la frontera, seguira´n en la frontera despue´s de una unidad de
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tiempo. Es u´til cuando las velocidades de crecimiento son menores que uno.
9. La funcio´n sizeBoundary() directamente regresa el taman˜o de la frontera,
sin embargo este tambie´n puede ser calculado obteniendo la frontera con
getBoundary() y luego calcular el nu´mero de elementos que contiene.
10. La funcio´n getNeighbors() regresa el vector que contiene todos los identifica-
dores de los nu´cleos vecinos de este nu´cleo.
11. La funcio´n setNeighbor() recibe el identificador de un nuevo nu´cleo con el que
se ha entrado en contacto.
12. La funcio´n isNeighbor() es usada para determinar si se ha detectado un nuevo
vecino o si solo es alguno de los que ya se tenı´an en cuenta.
4.3 Experimentacio´n
La experimentacio´n que se muestra en esta seccio´n trata de estudiar varios aspectos
referentes al comportamiento del simulador.
Posiblemente una de las formas ma´s comunes de evaluar el comportamiento de los
simuladores desarrollados para describir el proceso de nucleacio´n te´rmica, consiste
en determinar el exponente de Avrami promedio que se obtiene para diversos
conjuntos de para´metros.
Otro de los datos interesantes que se obtienen de las simulaciones es la cantidad
promedio de nu´cleoss generados, nuevamente con los mismos conjuntos de
para´metros.
Como hay herramientas que so´lo realizan simulaciones bidimensionales es impor-
tante reportar los resultados para el caso bidimensional y el caso tridimensional.
Por ser discreto el simulador propuesto, sin duda es de importancia mostrar tiempos
de co´mputo requeridos para los conjuntos de para´metros empleados, ası´ como su
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relacio´n con los exponentes de Avrami y su relacio´n con el nu´mero promedio de
nu´cleos generados.
Finalmente, es importante comparar resultados ya sea con la teorı´a o con alguna
otra herramienta que simule el mismo proceso.
Para cada conjunto de repeticiones de simulaciones con los mismos para´metros es posible
obtener: la gra´fica de las isotermas de cristalizacio´n, la gra´fica de la isoterma promedio y
su variabilidad en cada paso de tiempo; y la gra´fica de Avrami asociada a la isoterma y su
respectiva aproximacio´n lineal, de la cual se obtiene el exponente de Avrami. Todas estas
gra´ficas se encuentran en el ape´ndice A, en esta seccio´n solo hacemos referencia a ellas,
ya que estas aportan la validez a los resultados que aquı´ se presentan, sin embargo, nos
enfocaremos ma´s en estudiar los aspectos descritos en la lista anterior.
4.3.1 Experimentos y resultados: caso bidimensional
Como se menciono´ en la seccio´n 3.4, el tiempo de co´mputo requerido para llevar a cabo
simulaciones bidimensionales, es apenas de unos segundos, lo que nos permite realizar
experimentacio´n que involucre multiples repeticiones de simulaciones bidimensionales.
Para´metros
Segu´n el comportamiento observado durante la implementacio´n del simulador, a
mayores valores del para´metro Pasos se obtiene menor nu´mero de nu´cleos y a menor
valor del para´metro Rapidez aumenta el nu´mero de nu´cleos obtenidos. Por ello se
considero´ realizar conjuntos de simulaciones con los para´metros mostrados en la tabla
4.2.
Se realizaron 100 repeticiones para cada conjunto de para´metros. Dando un total
de 7000 simulaciones. Se obtuvieron cinco diferentes gra´ficas asociadas con cada
conjunto de simulaciones, como las mostradas en la figura 4.11. Sin embargo, como se
menciono´ anteriormente e´stas se presentan en el ape´ndice A.
















































































Figura 4.11: (a) Isotermas de cristalizacio´n, (b) media y desviacio´n esta´ndar de las isotermas de
cristalizacio´n, (c) suma de los taman˜os de las fronteras crecientes, (d) media y desviacio´n esta´ndar
de la suma de taman˜os de las fronteras y de la mitad de las mismas. Los taman˜os de las fronteras
se miden como la proporcio´n de elementos de la muestra que pertenecen a la frontera.
Resultados
En la tabla 4.3 se presentan los exponentes promedio para cada conjunto de simulaciones,
referentes a las para´metros de la tabla 4.2. De dichos valores se deduce que los valores
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Tabla 4.2: Conjunto de para´metros para la experimentacio´n bidimensional. La primer fila son
aquellos que se mantienen fijos y los para´metros Pasos y Rapidez toman varios valores
formando las 70 duplas mostradas en la parte inferior derecha.
Para´metros caso bidimensional
Dimensio´n=2D, Repeticiones=100, DimX=500, DimY=500, DimZ=1
R a p i d e z






1 1,1.0 1,0.9 1,0.8 1,0.7 1,0.6 1,0.5 1,0.4 1,0.3 1,0.2 1,0.1
2 2,1.0 2,0.9 2,0.8 2,0.7 2,0.6 2,0.5 2,0.4 2,0.3 2,0.2 2,0.1
3 3,1.0 3,0.9 3,0.8 3,0.7 3,0.6 3,0.5 3,0.4 3,0.3 3,0.2 3,0.1
5 5,1.0 5,0.9 5,0.8 5,0.7 5,0.6 5,0.5 5,0.4 5,0.3 5,0.2 5,0.1
10 10,1.0 10,0.9 10,0.8 10,0.7 10,0.6 10,0.5 10,0.4 10,0.3 10,0.2 10,0.1
15 15,1.0 15,0.9 15,0.8 15,0.7 15,0.6 15,0.5 15,0.4 15,0.3 15,0.2 15,0.1
20 20,1.0 20,0.9 20,0.8 20,0.7 20,0.6 20,0.5 20,0.4 20,0.3 20,0.2 20,0.1
ma´s cercanos a tres, se obtienen con menores valores del para´metro Pasos. Esto se debe
a que estos valores son los que generan morfologı´as con un mayor nu´mero de nu´cleos.
Tabla 4.3: Exponente de Avrami calculado para el promedio de los grados de cristalizacio´n de
100 repeticiones para los para´metros de la tabla 4.2.
Exponentes de Avrami
R a p i d e z






1 3.02954 3.02264 2.99513 3.0273 3.01847 3.00056 3.03206 3.04281 3.08029 3.09426
2 2.95094 2.9207 2.89748 2.9859 2.97083 2.97138 2.98801 3.00681 3.048 3.0865
3 2.89509 2.88749 2.89429 2.92935 2.89493 2.93745 2.94429 2.9762 3.03646 3.04416
5 2.83984 2.80644 2.8333 2.8444 2.87686 2.86766 2.94459 2.94763 2.98004 3.02177
10 2.66718 2.70825 2.72213 2.77993 2.75223 2.81309 2.82878 2.86848 2.9119 2.83984
15 2.62734 2.63749 2.63986 2.63466 2.6374 2.73944 2.76007 2.78212 2.85564 2.95145
20 2.54174 2.5816 2.61539 2.64046 2.65653 2.68835 2.75753 2.77125 2.82512 2.92985
En cuanto a la cantidad de nu´cleos generados, en la tabla 4.4 se presenta el nu´mero
promedio de nu´cleos generados para cada conjunto de para´metros. Se destaca que
mientras menor sea el nu´mero de pasos de tiempo entre generacio´n de nu´cleos y menor
sea la rapidez de crecimiento, se obtiene mayor cantidad de nu´cleos.
Al graficar el exponente de Avrami en funcio´n del nu´mero promedio de nu´cleos generados,
con los datos de las tablas 4.3 y 4.4, se observa que no importan tanto los valores
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Tabla 4.4: Nu´mero promedio de nu´cleos, calculado por regresio´n lineal de las gra´ficas de Avrami
que se encuentran en el ape´ndice A, obtenidas con los para´metros de la tabla 4.2.
Nu´mero de nu´cleos
Nu´cleos R a p i d e z






1 97 104 113 123 138 155 180 219 284 453
2 61 66 73 78 86 99 114 138 181 286
3 47 51 55 60 66 74 88 106 139 220
5 33 36 39 43 48 54 62 75 99 157
10 21 23 25 27 30 34 40 48 62 98
15 16 17 19 21 23 26 30 37 48 76
20 13 14 15 17 19 21 24 30 39 62
especı´ficos de los para´metros Pasos y Rapidez, sino el nu´mero promedio de nu´cleos






























Figura 4.12: Exponente de Avrami en funcio´n del nu´mero promedio de nu´cleos gene-
rados. Para´metros: Dimensio´n=2D, Repeticiones=100, DimX=DimY=500, DimZ=1,
1.0≥Rapidez≥ 0.1, 1≤Pasos≤20.
Por otro lado, se grafico´ el tiempo de co´mputo en funcio´n del nu´mero promedio de nu´cleos
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generados por simulacio´n para cada conjunto de para´metros. Se observo´ que sı´ el nu´mero
de nu´cleos a ser generados es mayor que cien, siempre sera´ ma´s recomendable tomar
Pasos=1 y buscar adecuadamente un valor del para´metro Rapidez, con ayuda de la
figura 4.12, ya que ası´ se minimiza el tiempo de co´mputo requerido, proporciona un valor















































Figura 4.13: Tiempo de co´mputo de una simulacio´n en funcio´n del nu´mero promedio de
nu´cleos generados. Para´metros de cada gra´fica: Dimensio´n=2D, Repeticiones=100,
DimX=DimY=500, DimZ=1, 1.0≥Rapidez≥ 0.1.
En la gra´fica de la figura 4.14 se muestra el exponente de Avrami en funcio´n del tiempo de
co´mputo y se observa que los valores ma´s cercanos tres los proporciona ma´s ra´pidamente
el para´metro Step=1, ya que como se dijo anteriormente, este es el valor que proporciona
mayor cantidad de nu´cleos generados.


























Figura 4.14: Exponente de Avrami en funcio´n del tiempo de co´mputo. Para´metros de cada gra´fica:
Dimensio´n=2D, Repeticiones=100, DimX=DimY=500, DimZ=1, 1.0≥Rapidez≥ 0.1.
4.3.2 Experimentos y resultados: caso tridimensional
Para´metros
Para el caso tridimensional, se esperaba encontrar resultados equivalentes al caso
bidimensional. Por lo que se considero´ importante realizar simulaciones con los
para´metros que dieron resultados interesantes en el caso bidimensional. Adema´s de que
el tiempo de co´mputo en el caso tridimensional es un poco ma´s grande, por lo que so´lo se
presenta simulacio´n sobre unas pocas variaciones del para´metro Rapidez.
Resultados
Al graficar el exponente de Avrami en funcio´n del nu´mero promedio de nu´cleos generados,
se observa que los exponentes de Avrami au´n esta´n un poco alejados del valor cuatro que
propone la teorı´a de Avrami, a pesar de haber obtenido cerca de 1600 nu´cleos.
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Tabla 4.5: Conjunto de para´metros para la experimentacio´n tridimensional. La primer fila son los




R a p i d e z
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Figura 4.15: Exponente de Avrami en funcio´n del nu´mero promedio de nu´cleos ge-
nerados en el caso tridimensional. Para´metros: Dimensio´n=3D, Repeticiones=50,
DimX=DimY=DimZ=500, Pasos=1, 1.0≥Rapidez≥ 0.05.
Para conocer que tanto se acerca el exponente de Avrami al valor cuatro en funcio´n del
tiempo de co´mputo que se invierta en su obtencio´n, en la figura 4.16 se grafico´ esta
relacio´n. Pudo observarse que mientras ma´s cercano se quiera obtener el exponente
de Avrami al valor cuatro, se incrementara´ considerablemente el tiempo el tiempo de
computo.
Por otro lado, se grafico´ el tiempo de co´mputo en funcio´n del nu´mero promedio de nu´cleos
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Figura 4.16: Exponente de Avrami en funcio´n del tiempo de co´mputo. Para´me-
tros: Dimensio´n=3D, Repeticiones=100, DimX=DimY=DimZ=500, Pasos=1,
1.0≥Rapidez≥ 0.05.
generados por simulacio´n. Con los pocos datos generados es difı´cil predecir que tanto
crece el tiempo en funcio´n de nu´mero de nu´cleos generados. Sin embargo, se obtuvo una
aproximacio´n cuadra´tica, la cual se muestra en la misma gra´fica, ver figura 4.17.
4.3.3 Comparando resultados
Se comparan los resultados obtenidos en el caso bidimensional, con algunos de los
resultados que obtiene en su tesis doctoral Cantu´ [6].
Se comparo la gra´fica obtenida en la tesis doctoral de Cantu´ [6, pag 60] contra la gra´fica
obtenida por el simulador propuesto, donde ambas muestran el exponente de Avrami en
funcio´n del nu´mero promedio generados, se observa que cuando N es menor que 50
el exponente obtenido aquı´ se encuentra entre los dos valores que obtiene, lo cual es
comprensible ya que los obtiene para los mismos datos solo que usando dos diferentes
criterios para calcularlos.




































f(x) = 0.0007x2 + 1.66x − 29
Figura 4.17: Tiempo de co´mputo de una simulacio´n en funcio´n del nu´mero promedio de nu´cleos






indican el tiempo medido en segundos y en minutos que tarda una simulacio´n y el tiempo en
horas que tardan en llevarse a cabo cincuenta simulaciones. Para´metros: Dimensio´n=3D,
Repeticiones=50, DimX=DimY=DimZ=500, Pasos=1, 1.0≥Rapidez≥ 0.05.
Tambie´n destaca que reporta a lo ma´s 100 nu´cleos generados, mientras que aquı´ se reporta
un conjunto ma´s variado de nu´cleos generados, que van desde 13 hasta 450 nu´cleos
generados.
Otra observacio´n es que el simulador propuesto obtiene exponentes de Avrami ma´s
cercanos al valor tres cuando el nu´mero de nu´cleos es aproximadamente mayor que 80.
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Simulador propuesto




Figura 4.18: Exponentes de Avrami en funcio´n del nu´mero promedio de nu´cleos generados para




En el presente trabajo de tesis se desarrollo´ un simulador del proceso de cristalizacio´n
isote´rmica basado en el uso de para´metros cine´ticos del proceso, el cual se implemento´ en
una interfaz gra´fica que ayuda a comprender el proceso y dar mayor validez a los
resultados presentados.
5.1 Contribuciones
Se contribuye con la metodologı´a, disen˜o e implementacio´n de algoritmos de crecimiento
de nu´cleos en un enrejado tridimensional para la obtencio´n de un simulador del proceso
de cristalizacio´n isote´rmica de materiales en el caso particular de nucleacio´n te´rmica y en
el que los nu´cleos crecen con la misma rapidez en todas direcciones.
Se contribuye con un simulador que facilita comprender la evolucio´n estructural de un
material al pasar del estado amorfo al estado cristalino, por lo que incluso puede ser
usado como material dida´ctico. Tambie´n facilita realizar mediciones sobre las estructuras
obtenidas y a su vez estas mediciones podran ayudar en la determinacio´n de las
posibles propiedades de un material. Tı´picamente las mediciones pretenden determinar
las distribuciones de taman˜os de grano, aproximar el a´rea superficial de cada grano en la
estructura, graficar las curvas del grado de cristalizacio´n, calcular el exponente de Avrami,
etce´tera. El simulador proporciona un avance en el conocimiento de la posible manera en
que se forman los cristal en metales y cera´micos.
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Por otro lado, tambie´n se contribuye con una herramienta computacional implementada
desde el punto de vista de la programacio´n orientada a objetos. Una herramienta que
permite visualizar cortes en distintas direcciones y profundidades del material simulado,
permite visualizar una imagen tridimensional del material simulado en un espacio virtual
tridimensional durante el transcurso y terminacio´n de una simulacio´n. La herramienta
podra´ ser utilizada en los diversos sistemas operativos como Windows, Unix/Linux
y Mac OS, por haber sido implementada en el lenguaje Java que es un lenguaje
multiplataforma.
5.2 Conclusiones
El simulador desarrollado reduce el tiempo de computo en la obtencio´n de estructuras
policristalinas bidimensionales comparado con su versio´n analı´tica presentado por
Gonza´lez et al. [13].
El simulador representa de forma acertada el proceso de cristalizacio´n bidimensional
por haber sido disen˜ado para cumplir las caracterı´sticas de las fronteras en los procesos
de nucleacio´n te´rmica con crecimiento equiaxial de nu´cleos y rapidez de crecimiento
constante y verificado por la forma caracterı´stica (S) de las gra´ficas de los grados de
cristalizacio´n de las simulaciones realizadas y por las gra´ficas de Avrami de las mismas,
tal como lo describen las teorı´as y experimentacio´n sobre cristalizacio´n isote´rmica en
ciencia de materiales [2, 20, 30].
La visualizacio´n de cortes sobre el material ayudo´ en la mejora y verificacio´n de los
algoritmos utilizados en el simulador, ası´ como en la validez de las estructuras, el ca´lculo
de el grado de cristalizacio´n y los histogramas de taman˜os de nu´cleos obtenidos, lo cual
nos permite dar la importancia debida a la visualizacio´n de los procesos en el desarrollo
de un modelo de simulacio´n.
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5.3 Trabajo a futuro
De este trabajo de investigacio´n se desprenden diversas opciones que pueden tomarse
como trabajo futuro. A continuacio´n presentamos algunas de ellas.
Incorporar otros tipos de nucleacio´n y otros tipos de crecimiento brindando la visualiza-
cio´n que ya existe hasta el momento en la interfaz.
Con las relaciones que existen entre los para´metros energe´rticos y los para´metros
cine´ticos, desarrollar una versio´n de la interfaz cuyos para´metros de entradas sean las
condiciones termodina´micas a las que se encuentra sujeto el material para calcular con
esas relaciones los para´metros cine´ticos y ası´ poder comenzar a simular materiales con
condiciones reales.
Desarrollar nuevas versiones en las que la regio´n donde se lleva a cabo la simulacio´n sean
regiones de formas variadas como cilindros, esferas, etce´tera.
Usar las estructuras granulares obtenidas como datos de entrada de “software” especializa-
do en el ana´lisis del comportamiento de las estructuras bajo diversos pruebas de esfuerzo,
torsio´n, estiramiento, flexibilidad, corrosio´n, etce´tera. De esta forma no solo se obtendra´n
materiales con las propiedades requeridas, sino que tambie´n se sabra´ co´mo las afectan las
condiciones meca´nicas o´ tratamientos ambientales a las que son expuestas.
Comparar de forma ma´s precisa los resultados obtenidos de este simulador con otros
simuladores bidimensionales. Encontrar la forma de comparar las estructuras obtenidas
aquı´ con las estructuras de los materiales reales como los que obtienen Ludwig et al.
[22, 23].
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En este ape´ndice se presentan las gra´ficas de los isotermas de cristalizacio´n, isoterma
promedio y su desviacio´n estandar, en cuarenta valores de tiempo entre el inicio y fin de
la cristalizacio´n, ası´ como, la grafica de avrami para los valores promedio a cada pada
paso del tiempo. Cada gra´fica obtenida con los datos de 100 simulaciones para algunos de
los para´metros presentados en la tabla 4.2. Tambie´n se presentan gra´ficas que, se piensa,
pueden ser usadas para estimar una cota para el error al calcular el grado de cristalizacio´n
a cada paso del tiempo. El error de ca´lculo en el grado de cristalizacio´n es generado por
la discretizacio´n del espacio, ya que e´ste se calcula como la suma de elementos discretos
asignados a los nu´cleos.
En las figuras A.1 y A.2, se puede observar la forma tı´pica S en la gran mayorı´a de
ellas. Ası´ mismo, se observa el mismo comportamiento en las gra´ficas de las isotermas
promedio, mostradas en las figuras A.3 y A.4
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Figura A.1: Gra´ficas de los isotermas de cristalizacio´n para diversos conjuntos de para´metros.
Parte I.






































































































































































Figura A.2: Gra´ficas de los isotermas de cristalizacio´n para diversos conjuntos de para´metros.
Parte II.






































































































































































Figura A.3: Isoterma promedio y desviacio´n estandar de los datos para diferentes conjuntos de
para´metros. Parte I.






































































































































































Figura A.4: Isoterma promedio y desviacio´n estandar de los datos para diferentes conjuntos de
para´metros. Parte II.




























































































































































































































































































































Figura A.5: Gra´ficas de Avrami para los promedios de los grados de cristalizacio´n a cada paso
del tiempo y su regresio´n lineal. Parte I.




























































































































































































































































































































Figura A.6: Gra´ficas de Avrami para los promedios de los grados de cristalizacio´n a cada paso
del tiempo y su regresio´n lineal. Parte II.
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Step=1, Speed=1.0. Step=1, Speed=0.6. Step=1, Speed=0.2.
Step=5, Speed=1.0. Step=5, Speed=0.6. Step=5, Speed=0.2.
Step=20, Speed=1.0. Step=20, Speed=0.6. Step=20, Speed=0.6.
Figura A.7: Morfologı´as tı´picas obtenidas por el simulador con algunos valores de los parametros
Pasos y rapidez, con para´metros fijos: Dimensio´n=2D, DimX=DimY=500, DimZ=1.
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